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De Ce travail a pour objet l’exposition de quelques applications 
_ - des fractions continues algébriques. 
Le premier chapitre contient les démonstrations des proprié- 


_tés fondamentales des réduites qe le développement d’une in- 


_tégrale de la forme 
b 


: Poe | [= 


(47 


en fraction continue, les formules qui établissent la liaison entre 
les dénominateurs des réduites de cette fraction et de celles qu’on 
_ obtient en remplaçant f (y) successivement par 


- G—ofu), G—ypfo Y—00— pr) 


des diverses fonctions entières qu’on vient de mentionner. 
Le chapitre IT contient l’application des propriétés exposées 


méthode des moindres carrés et l’étude d’une série remarquable, 
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et quelques théorèmes sur la distribution mutuelle des racines 


_ dans le ch. T à la formation du polynôme d’interpolation par la 
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due à M. Tchébicheff, donnant l’expression approchée d’une . 
intégrale définie au moyen d’autres, prises entre les mêmes limi- 
tes, mais plus simples que la proposée. 

= Le chapitre III est consacré à l’étude de te fonctions 


entières, dites fonctions analogues à celles de Legendre ou poly- 


nômes de Jacobi. Ces fonctions ont été considérées pour la pre- 
mière fois par Jacobi dans son mémoire sur la série hypergéo-. 
métrique, inséré dans le T. LVI du Journal de Crelle. Les 
propriétés de ces fonctions découlent presque immédiatement de | 
leur définition comme dénominateurs des réduites dans le déve- 
loppement en fraction continue d’une intégrale de la forme indi- 
quée ci dessus et se déduisent sans le secours des séries hyper- 
géométriques, sur lesquelles on fait ordinairement reposer la 
théorie de ces fonctions. On trouvera ici, entre autre, les dé- 
monstrations de quelques théorèmes élégants, enoncés par M. 
Stieltyes dans les Comptes rendus 1885. 

L'application de la théorie exposée dans le premier chapitre : 
au calcul approximatif des intégrales définies fait le sujet du 
ch. IV. Les expressions des termes complémentaires dans les 
diverses formules des quadratures approchées sont déduites, à la 
manière de M. Markoff (Math. Annalen Bd. XXV. Sur la mé- 
thode de Gauss etc.), au moyen de l’expression du terme complé- 
mentaire de la formule d’interpolation de Lagrange généralisée, 
donnée par M. Hermite dans le t. 84 du Journal de Bor- 
chardt. 

Le dernier chapitre V est consacré à l’une des plus belles 
applications des fractions continues algébriques,. provoquée par 
les recherches ingénieuses de M. Tchébicheff. La question 
dont il s’agit consiste à trouver les valeurs limites, c’est à dire, 
le maximum et le minimum de l'intégrale 
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fe (y) (y) d 
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=: | Y 
d’aprés les valeurs données des intégrales 
b 2#D D 


b 
| fr (y) dy, fo { (y) dy, Lo f(y)dy, … Jar (y) dy, 


d 
a (47 (47 


æ étant un nombre donné, compris entre « et b, f (y) — une fonc- 
tion inconnue, positive entre les limites de l’intégration et Q{(y) — 
une fonction quelconque donnée, assujétie seulement à quelques 
restrictions, concernant le signe de Q (y) et de ses derivées suc- 
cessives jusqu'à l’ordre +-1, pour les valeurs de y comprises 
entre a et b. | 


Cette question a été posée, pour le cas de Q(y) —1, par 


M. Tchébicheff dans son mémoire «Sur les valeurs limites 
des intégrales», inséré dans le Journal de mathématiques pour 
1874. 

C’est à M. Markoff que nous devons la première résolu- 
tion de cette question dans toute sa généralité. La solution de 
M.Markoff a été publiée par lui dans son mémoire «Sur quel- 
ques applications des fractions continues algébriques» en russe, à 
St. Pétersbourg 1884. C’est cette solution même, quant aux 
traits principaux, que nous reproduisons 1CI. 

Mais, en cherchant de simplifier autant que possible l’expo- 
sition des résultats définitifs, nous avons substitué à quelques- 
unes des démonstrations de l’auteur d’autres, plus simples, et 
nous avons ajouté aussi quelques considérations sur la distribu- 
tion des racines des équations à la résolution desquelles se ra- 
mène toute la recherche, et dont on pourra apprécier la valeur, 
essayant d'appliquer les formules générales à des exemples. 

Récemment, M. Tchébicheff à publié les résultats de ses 
propres recherches sur la même question (Sur la représentation 
- des valeurs limites des intégrales au moyen des résidus intégraux, 
en russe, Mémoires de l’Academie des sciences de St. Pétersbourg 
pour 1885). Une traduction française de ce mémoire doit pa- 
_raître prochainement dans les «Acta Mathematica». 
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Les expressions des valeurs limites de l'intégrale proposée y 


sont données sous une forme très simple et élégante, mais les 
principes, sur lesquels repose la solution, ne sont pas indiqués. 


On trouvera la démonstration des formules de M. Tec hébi- 


cheff dans le #° 17 du ch. V. 
La résolution de quelques questions des maxima et minima, 


qui se ramènent aisement à la question enoncée ci-dessus, termi- 


nent ce chapitre. 
Le but principal que nous avons eu en vue, en publiant ce 


travail, était de contribuer à la connaissance des résultats déjà. 


acquis dans ce genre Ce recherches, qui sont encore loin d’être 
épuisées, essayant de présenter un ensemble assez complet de ces 
résultats sous une forme tout à fait élémentaire. 


St. Pétersbourg, Novembre 1886. à 
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Chapitre EL 
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a. Proprietés fondamentales des réduites de la fraction conti- 
Nue, provenant du développement de l'intégrale 


b 


1e Les | Î fu) dy. 
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À. Dans tout ce qui suit, nous supposerons les quantités « et b 
réelles, b > a, la variable y et la Du f(y) aussi réelles entre 
les limites d'intégration. 

Posons 


We 
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ÿ L' s \ 4 
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vec 


Pet 
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dy 
F=|22%; 
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en développant cette fonction suivant les puissances décroissantes de 
#, NOUS aurons 





où: 


œ = (y) y' dy. 





La fonction Æ(2) peut être aussi développée en fraction continue 
. de la forme 


FO ue 
LE eu ce Ca 
2 dés 
FREE EN rue me del) 
Qus Dos ++ ns. Etant des fonctions entières de z et c,, c,, . .. 
,,-.. des constantes, dont les valeurs peuvent être choisies arbi- 


trairement. On peut disposer des valeurs de ces constantes pour faire, 
si on le juge à propos, les coefficients de la plus haute puissance 
de z dans les fonctions g1, @,,... qg,,... égaux à l’unité, ou à 
d’autres nombres donnés à priori. 


2, Désignons par (2) ou %, le numérateur et par o,(2) ou ©, 
le dénominateur de la #°° réduite de la fraction continue (2). Nous 
aurons | 


DC, Pi —=g. 


bo Cid P = did —0C 
et en général 


Dur n+1 Die Cn+i nr À 
Cr tee 


Pate net Pn entrent) 
ces formules étant vraies pour #7 1, en convenant de poser 
V = 0, p, =]. 


Les formules (3) donnent comme conséquence 


DE AE Prti D, = Ci Co k AE resssree (4) 


ou 
Vni ___ Vn _ CiC2e- Cmer C1 Ce Cp 
Pn+1 Pn Pn Pn+1 En (An+1 Pn— Cn+1 Pn—1) 
En remplaçant le quotient incomplet g,,, par le quotient com- 
plet 2,,, et remarquant que 


os ta es ) 





F,., désignant une fonction qui s’annule pour 2=— co, nous au- 
rons | | 


F(+) RTE Ci Co. .Cn+1 vs 
Pr (On 2n+1 — Pn--1€n+-1) ?n 


es Ci Co... Cn+1 (5) 
(On dn-+1 — Pn En+1 — Pn—1 En+1) Pn à 


Désignant par à, le dégré de p, et remarquant que le dégré de 


4, est au moins égal à 1, la formule (5) donne pour la limite de 


pô (Fa—°) 


1° 2 00 


une quantité finie ou 0. Donc, dans le développement de 
Ÿ 
| F'(e) is 


suivant les puissances décroissantes de z, le premier terme sera de 
dégré <— (25, +1). 

Cette propriété de la fraction réduite est caractéristique, car on 
peut démontrer la proposition suivante, réciproque de la précédente, 
SaVoIr : 

Si £ désigne une fraction rationelle, dont le dénominateur est de 


dégré y, telle que dans le développement de la différence F(2) — . Su1- 
vant les puissances décroissantes de z le premier terme est de dégré 
<—(2y+1l), cette fraction = est une des réduites dans le déve- 


loppement de F(2) en fraction continue. 
En effet soient | 
Ô., Ô 


DIET n ? 


Ô,, Ô 


19 AHL >" * 


les exposants de la plus haute puissance de z respectivement dans 
Pis Pare Pas Paire * * 
-Soit à,,, le premier de ces nombres qui surpasse p; on aura 


dre, 
1* 





Cela posé, la formule (5) pouvant être écrite de la manière sui- | 4 
vante | 


Co... € 
FUN En C C2 + :Cn+1 “ 
(e) Pn On (En+1 — Pn Fn-+1) 


donnera un développement de la forme 
Pn ET On +Ün+1 nt Ôn+1#1 ae 


Or, par condition on a 


d b b 
PF) — = me amet... 


et comme 
2+l>u+d,, +, >U+, 


on voit que la différence 


er 
— a  — 


est de dégré << —(u-#0,), ce qui exige que do, — pb, se ré- 
duise à 0, donc do, — pd, — 0, 


ce q. [. d. 


3, Dans tout ce qui suit nous supposerons que la fonction (y) + 
reste positive entre les limites de l'intégration. | 
Théorème 1. La fonction f{(y) restant positive entre les limites 

a et b, tous les quotients incomplets dans le développement de l’inté- 
grale ARS 
b a 
“ E — (1 Co 5 
ie Ces eu 


C3 SE 
F Tes Tran | | 


sont des fonctions linéaires de &. 





Pour le démontrer, multiplions les deux membres de la formule 





F(e) __ Ÿn (2) ns Cy Co ce Cn+-1 
Pn (€) (On 2n+1— Cn1 Pn—1) Pn 


par @,"(2), nous aurons 


; Anti En+i— DATI A 
ou 
b 7] 
a )— n° éroar fus ) Pn” (y) à es] 
2 —7Y 2—7Y 
; Ha (6) 
Ana Fnta— NT 


Pn J 


Remarquant que MT est une fonction entière de z, que 


PF, et ne sont des fonctions qui s’annulent pour z = © ef 
n : 


supposant pour un moment que le dégré de g,,, soit supérieur à 1, 
on arrive à une contradiction, car dans cette supposition le coeffi- 


cient de - dans le développement du second membre de la formule (6) 


est évidemment égal à zéro, tandis que le même coefficient dans le pre- 
mier membre est représenté par 


b 


Je (y) f (y) dy 


(7 


quantité plus grande que zéro, tous les éléments de l’intégrale étant 
positifs. Donc q,,, doit être linéaire par rapport à 2. 
En désignant par à,,, le coefficient de z dans l’expression de 


Ga» 0n aura, d’après la formule (6) 
: b 
(y) (y) dy = RE... (7) 
n+1 


(42 
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Corollaire 1. Le dénominateur &,(2) de la n°” réduite est une 
fonction entière de dégré »; le premier terme dans le développe- 
ment de. 


B,— Pa (2) F(e) pos qd, (2) | 


suivant les puissances décroissantes de z est de dégré — (n + 1). 


Corollaire 2. Si les constantes c,, c,, .. c,,, ont des valeurs 
positives, les coefficients a, &,,... a,,, et par conséquent, les coef- 
ficients des termes le plus élevés dans les fonctions ©.(2), (2)... 


®,.,1(2) Sont aussi positifs. 


4, La formule (5) qui nous à conduit au théorème précédent, 
fournit aussi les expressions des fonctions d,.(2), R,(2) au moyen de 
la fonction o,(2). Multipliant les deux membres de Ja formule (6) par 
o,(£), nous aurons | x. 


b 
J (y) dy LS REC Eee nets 
PC ) 2 — y +=9, G Le On En+41— Cn+1 Pn—1 
(4/ 
ou 
b Ab 
SALE AU (y) dy = 
a a 
—=4, (2) +R, (2) 


d’où, en comparant entre elles les parties entière et fractionnaire des x 
deux membres, on aura 


b 
| __ | Pn (2) — Pa (9) | 
d. a= [met { (y) dy LR 4 ae rer LT .(8) Ë 
Ro] Pa 2... 
a : 





>, Nous dirons souvent, pour abréger, qu’une fonction Æ(2) est 
de dégré (— x), si dans le développement de Æ(2) suivant les puis- 
sances décroissantes de z, le premier terme est de dégré = — y. 

Il est facile de voir que deux fonctions F2) et F (2), dont la 
différence F2) — F2) est de dégré <—(2n+-1) par rapport à z, 
ont les mêmes réduites jusqu’au rang » inclusivement, dans le déve- 
—loppement en fraction continue de la forme 


Ci 


di 2 + 0, — 


En effet, en désignant respectivement par ce et - les réduites 
de rang » dans les développements de (2) et F(2), on aura par dé- 
finition 

PF) re mes + ——. 


Pa sant n2 
F(2)— TRI UNE Hynts Fe. 


d’où il suit, remarquant que F(2) — F(2) est de dégré < — (2n+-1) 
par condition, que la différence 


Ÿn _On — Un În— On Pn 


Pn 1 FES OnÎn 


est de dégré < — (2n+-1), ce qui exige que d,f, — w,®,— 0 ou 


sans quoi cette différence serait de dégré De 2n. 
Il suit de cette remarque que pour calculer les réduites jusqu’au 
rang » inclusivement dans le développement de l'intégrale 


b 


jé dy 
z—Y 


a 





il suffit de connaître les 2n premiers termes de son développement 
en série | 


c’est à dire les quantités 


PAL ÉR RE ENT n 
: 
2 2h (y)y° dy 
(4, 


et de développer en fraction continue l’expression finie 


Si pour fixer les idées on prend tous les nombres &, c,,... 


c.,... égaux à l’unité, le développement 


n?° 
F (à = ——— 1 


UE +d— ——— 
Que 1 


e 
e 


coineidera dans les premiers n quotients incompléts avec le développe- 


ment de F(2). 
S1 l’on connaissait un terme de plus dans le développement de 


l’intégrale 


b 
d 
F( = Î fu) du 
a 


en série, on aurait en développant l’expression finie 


(04 © (02 œ 
nu D) L 2n—1 2n 
PCR 











en fraction continue 


RIDER" 


A ZE +0y— ——— 


e = 1 


ed SD : 
Piper Anrié te, 





n.2 


” 


un développement qui comeide avec celui de l’intégrale dans les » 
premiers quotients incompléts et dans lequel, en outre, le coefficient 
a,., de z dans le quotient suivant est égal au coefficient correspon- 
dant dans le développement de F{(2). 

En effet, soient respectivement q,,, et x,,, les quotients in- 
complets de rang # + 1 dans les développements de F2) et F(2); 
les réduites de rang n + 1 seront respectivement 


Un ee n41 Ÿn— Ÿn—1 et Oyp+1 ra Xn+1 Ÿn— Ÿn—1 
Pn+1 n1 Pn— Pn—1 În1 Xn1 Pn— Pn—1 ? 





Ut, Ÿ» étant les réduites des rangs n — 1, n communes aux déve- 
n—1 n F 


loppements de Æfz) et F,(2). 
Les différences ; 


F()— et, (2) — Su 


Pn+1 În+1 


. étant de dégré — (2n +5) et 


F(2)—F,(2) de dégré — (2n + 2), 
on voit que la différence 


bras ni (los es ed JA PA 
Pn +1 În1 Pn+1 Pn În+1 Pn Pn+-1 Pn În+41 Pn’ 


est elle même de dégré —(2n + 2), ce qui ne peut arriver que 


sous la condition que les coefficients de 27" dans p,,., et f,4, ou, 
ce qui revient au même, les coefficients de z dans q,,, etx, ,, Soient 


égaux, ce q. f. d. 


Pet ve 


6. La formule (9) conduit à la propriété fondamentale et carac- 
téristique de la fonction @, (+), qui peut tenir lieu de la définition de 
cette fonction. 


Développant le second membre de (9) suivant les puissances dé- 
croissantes de z, et remarquant que À,(2) est de dégré —(n + 1) 
par rapport à z, nous aurons les égalités suivantes 


b 70 
Jr (y) ©, (y) dy = 0, Jr (y) ©, (y) y dy — 0, 


b b 
ro op, (9) dy =0,... [0 o,(9)y"—" dy=0. .(10) 


qui entrâinent comme conséquence la formule 


b 
froo pe (y), 24 (dy UE er (11) 


0, _, (y) désignant une fonction entière arbitraire de dégré £n—1. 
Cette formule entrâine elle même comme corollaire l'égalité 


bd A 
Î Do DO ME (12) 


pour # £n, qui est d’un fréquent usage dans les applications. 


L'égalité (11) peut tenir lieu du système des égalités (10), en 
laissant à la fonction 4, (y) toute sa généralité et définit complète- 
ment la fonction entière @,(z) de dégré », en, faisant abstraction 
d’un facteur indépendant de z, car on peut démontrer facilement que 
toute fonction entière de z de dégré n, satisfaisant à l’équation (11), 
ne diffère de o,(2) que par un facteur constant. 








SE PE 


En effet, les fonctions (2), @.(4),... (2) étant respective- 
ment de dégré 0, 1,... n, toute fonction entière @(z) de dégré » 
peut être représentée sous la forme 


D D Edo it A0) 


À;, A:,... À, étant des constantes. 
Supposant que 
b 


Jeu, orwa—e 


a 


et mettant pour @,_,(y) successivement 


Po(Y), D, (9), . . .p, (y) 


7 
nous aurons en vertu de (12) 


b 
4. [fo ao, dù 40 
(4 


pour 2— 0, 1, 2,...(n—1). 

Done (y) — A,®,(y) ce q. f. d. 

4, Nous allons établir maintenant les propriétés principales 
des fonctions œ,(2) et d,(z) qui découlent très simplement de l’équa- 
tion de définition (11). Nous désignerons dans tout ce qui suit par 
O,.(2) une fonction entière arbitraire de z, de dégré £ 

Théorème 2. Toutes les racines de l’équation 


p, (2) = 0 


sont réelles, inégales et comprises entre les limites a et 0. 
Pour le démontrer, supposons en premier lieu que l’équation 


D, (2) = 0 





ait une ragine imaginaire 


la racine conjuguée sera 


= a — $ V—1, 
et 
P,() = (e— a) + FT D (2) 


D(2) désignant une fonction entière de dégré n — 2. Posant dans 
l’équation (11) 
0 @) = PB(y), 


nous aurons 
b 
fro to — a+ #10 a ay = 0 


ce qui est impossible, tous les éléments de l’intégrale étant positifs. 
Supposant en second lieu, que o,(z) admette une racine double 
réelle, nous aurons 


P,(e) = — a) D(e), 


(2) étant une fonction entière de dégrén—2; posant 9, _ (y) = #(y), 
on aura d’après l’équation (11) 


b 
Jro w- 8 way 0 


ce qui est impossible. 7 ; 
Supposons en fin qu’il existe une ragine réelle y plus grande que 5 
b ou plus petite que a; nous aurons 


qu) = (— 1) D (2), 


> Ft : ù PRE REA E à 





D(z) étant une fonction entière de dégré n—1; faisant 9, _ (y) —&(y), 
l’équation (11) donne 


b 
Jro 0 — 0 & way = 


ce qui est impossible, tous les éléments de l'intégrale étant de même 
signe dans l’un et l’autre cas. 
Done, le théorème enoncé est démontré. 


Remarque. Il est important de remarquer que la démonstration 
de l’impossibilité d’une racine imaginaire où d’une racine double 
n’exige pas que la fonction ®,(y) satisfasse à l'équation 


b 
fr (y) ®, (y) 2, (y) dy = 0, 


pour toute fonction entière 4, (+) de dégré n — 1; il suffit que la 
fonction @,(2) satisfasse à l’équation 


bd 
Jros.we,_.od=t 


équivalente au système de » — 1 équations 

b b ob 
Jro PA (9) dy=0, force PA (9) dy = 0... Jr P, (9) dy=0. 
-@ 


a a 


Les mêmes conditions suffüraient, si on voulait établir l’impos- 
sibillité de deux où d’un plus grand nombre de racines réelles en dé- 
hors des limites a et b. Aïnsi nous pouvons enoncer un théorème 
plus général que le précedent, savoir: 





Va 





Si (2) est une fdnotiof ere de A n, Satisfaisant à la 


condition 
b 


Jr (y) ? (y) 2, _, (u) dy = 0 
(a 
l'équation 
p(e) = 0 
aura toutes ses racines réelles, inégales ef ne pourra avoir qu’une 


seule racine en déhors des limites «& et b. L'expression générale des 
fonctions o(2) auxquelles se rapporte ce théorème est 


p— 498, + Be, (6) 


A et B étant des constantes. 


Théorème 3. 
D(z) désignant une fonction entière de dégré Z Z = 9n- — 1], on 





aura 
i=N 
f (y) D (y) dy — 24 en D (&) le 
21, 4. -. 2, étant les racines de œ,(2) et p'(2) désignant la déri- 


vée de o,(e). | Cette formule importante donne, comme on voit, l’ex- 
pression de l’intégrale 


b 
Î f (y) D(y) dy 


au moyen de n valeurs particulières de la fonction @(y). 


Pour la démontrer, désignons par 4, _. (y) le quotient et par r(y) 
le reste de la division de 2(y) par @, (y). a 
On aura 


BD=%, 00, +70) 
r(y) étant de dégré n — 1. | 








Le 


LAID en 
Pour 
Be ê ? rG)= 92 (2). 
D’après la formule d’interpolation de Lagrange, on aura 
LS Ç Pn (y) 
LUS 2 G = à on tp (Gi) 
RE 


Mettant cette valeur de »(y) dans l'équation 


(y) = 9, (y) On @)+r, (9), 


| nil par f(y)dy et intégrant entre les limités « et b, on aura, 
en vertu des formules (11) et (8) 


b 








(=N | 
| D(yfHd4y= D 4,0) 
se i=1 
où 
__Pn (y) dy Yn(z) 
afro: Fe. RPATACT 7 Pn'(ei 
ce q. f. d. 
Théorème 4. Toutes les racines de l’équation 
4%,0— 
sont réelles, imégales et séparées par les racines de l’équation 
D, (2) = 0. 
. Pour le démontrer, nous allons établir que tous les nombres 
Yn (25) 
Pn’ (25) 


2,— désignant une racine quelconque de ®,(z), sont positifs, d’où 
en vertu du théorème de Rolle, découle immédiatement qu'entre deux 
racines consécutives de ,(2) se trouve une et une seule racine de 
D, (2), ce qu’il s’agit de démontrer. 


Re md Rd rate ct NT M 
. ARS cf $ ‘ Tes 





La formule (8) donne 


b 

Yn (26) HA Pn (Y) 

En" Ed — | or en Ga/ ()0. 
17 





Or, d’après la formule de ie 


_ Ou 
Pn (y) RE 
(y — 2;) En! (25) 1 + (y — 2,)0 (y), 


O (y) étant une fonction entière de dégré n — 2. 
Multiphant les deux membres de cette égalité par 


ns (0) au 


(y — Zi) 
et intégrant entre les limites « et b, on aura en vertu de la for- 
mule (11) 
b : 


Cette formule met en évidence que 


Yn (2ù) > (0. 


nn. (26) 


Corollaire. Lorsque toutes les constantes C6 CC 


mn ? 


parées par les racines de o,(2) = 0. 
En effet, en faisant z — z,, la formule (4) donne 


h (2;) Pn—1 (2,) A Co. Cn+1: 


op") 


ont 


N1+1 
des valeurs positives, les racines de l’équation @,_,(2) = 0 sont sé- 


done d,.(2,) et Pa (&;) sont des quantités de même signe, ce qui 


entrâine l’inégalité 
D, (z,) Pie (2,) > 0 


qui démontre la proposition enoncée. 


portes. 
Le 


RM 


Remarque. On voit immédiatement que le théorème 4 peut être 
généralisé de la manière suivante: 

Si o(z) est une fonction entière de z de dégré n, satisfaisant à la 
condition 


b 
Î F0) e 6) 6 0) 0 


et 
 (e) — fr fo) 20220 ay 


tous les nombres AL 2, désignant une racine quelconque de œ(2), 
seront positifs, d’où il suit que toutes les racines de 4(2) sont réelles, 
inégales et séparées par les racines de œ(2). 


En effet, on aura ici, comme plus haut, 





b 


sus fre a = frot%r | 


a 





ce qui met en évidence la proposition enoncée, 
De même, si @(z) désigne une fonction entière de z de dégré 


< 2n — 2, on aura la formule, analogue à la formule (14) 


db 


Jour y) dy = Sa | 


a 





Aa. (16) 


8, Dans quelques applications il y a lieu de considérer simul- 
tanement avec la fraction continue qui provient du développement de 


l'intégrale 
b 


fus 
2 — y ? 


a 





NS ue 


les fractions continues qu’on obtient en développant les trois inté- 
grales suivantes 


b bee | 
1, [@— 0) f (9) dy @ — y) (y) dy (y — a) (b — y) f(y) dy 
feat, 2) ne, ee 
a a 
Nous désignerons les dénominateurs des réduites du rang n de 
ces fractions respectivement par 
Pre 2) VF, 3) W.. 


n n 


Comme les fonctions 


(y — a)f(y), —Yy)f{(y), (y —a)(b — y) f(y) 


ne changent pas de signe entre les limites de l'intégration, nous pou- 
vons appliquer ici les théorèmes 1 et 2 et nous pouvons dire que les 
racines des équations 

Be, n Pt H=0 
sont réelles, inégales et comprises entre les limites « et à. 


Les équations qui peuvent servir à la définition des fonctions 
CS NS 


Î Q — a) f(y) U,.(y) 4,_, (y)dy —=0 ........... (x) 
b 
| O9) TV, (0) 0, DATE A (8) 


b 
] (y— 0) (6=7y) {9 W,0)0,"«(v)dy=0%,," (v) 


Vu 


LE Es 


A l’égard des fonctions U,, V,, W, nous allons encore dé- 
montrer quelques théorèmes, analogues au théorème 4, qui nous se- 
rons utiles dans Ïa suite. 


Théorème 5. Les intégrales 


Jrotsta 


ont des valeurs positives. 
En effet 











[ fQ) Pay 


U, (= U, (a) + (y — a) Da +.. +42 T0 (0 


ou 





U,( — il (9-0) Ô (y) 


O(y) étant une fonction entière de dégré n — 1; par conséquent 





- U, (y) er 
Ée en] = AC RE 2 D, (a) 





et en vertu de d’équation (æ) 


b 


b 
Je ro a = ] Cana @) 4... fe 


a 








En raisonnant de la même manière, on trouve 


b b 


2 TV 
0 L @) dy = | EE 


a a 











Les formules (à) et (e) démontrent le théorème enoncé. 
| es 


Théorème 6. 
Les imtégrales 








| f@)@— y) É dd, [ FO) @— 7 e day 


ont des valeurs positives. 
En effet 





Fo = 1 (y — a) d(y), 
O(y) étant une fonction entière de dégré n — Î; par conséquent 
n te D n | 
Cp = 6 — 9) 0 ET a D 9 (3) 


et en vertu de l’équation (+) 


b 


I E—y) Fo pe du = | E—n role] 4... 


a 








On trouverait de la même manière 


(y) 12 








y... .(h) 








b 
| G— of) 4 


Les formules (à) et (.) démontrent le théorème enoncé. 


: 9, Nous savons que toutes les racines des équations 


n 


mO=0, W,(6)=0, U(D=0, P,()—0 


sont comprises entre les limites a et b. 
Les théorèmes suivants se rapportent à la distribution annee 
de ces racines. 


7 — 
Théorème 7, Les racines de l’équation 
U,, (2) = 0 
sont séparées par les racines de l’équation | 
Da) = (2 — D) V,(z) = 0 
et réciproquement, les racines de l’équation 
F0 
sont séparées par les racines de l’équation 
pe) = (e— a) U, (9 = 0. 


En effet, la fonction o(z) satisfait à la condition 


D 
Jr (y) ® (y) 2, _, (y) dy = 0. 


Donc, désignant par [(z) une fonction quelconque entière de dé- 
gré <2n, on aura d'aprés la formule (16) en y changeant # par 
n +1 


: 1—=n+1 


| (y) FD dy = D re (6) 
—1 


(4 





Bi, dore. 29,1 étant les racines de l’équation 
p(2) = 0 
et 
b 
g (2) = | GIBEEE dy. 
g (a 
Posant 


IT (2) = D(2)0,,_, (2) 





et remarquan£ que 
b b 
Jr (y) D (y) 9, _, (y) dy = Î f(y)(y — d) V,, (y) 2, (y) dy = 0 


on aura 
in +1 


DH 000, 6)=0............ Ÿ 


p'(25) 





=] 
En faisant ici 
0 se p (2) 
US ( ) (2 — 2y) ( — 2x4) 
8, #1 étant deux racines consécutives de l'équation o(2) — 0, nous 
aurons 


/ ! 
__ (x) 1 9 (41) 
na ED = Eh Ek41 On Erx 1) = 2k+1— 24) 


0, _1(2;) = 0, pour 2 différent de k et de k+ I. 
La formule (v) se réduira done à la suivante 


D(e,) (2) — D(e,,)9(2,,). 





Dex) Vers: 
he PER PR 
rème 4 généralisé, 1l suit de ce qui précéde que 


D (2) p (23) et D(2. | p' (er 1) 


sont de même signe, done, en vertu du théorème de Rolle, entre 
deux racines consécutives de l’équation 


) étant positives, d'aprés le théo- 





Or les quantités 


p(z)=(2— a) U,(:) = 0 
se trouve une et une seule ragine de l’équation ; 
B(a)—=(e—0d) V,(2) = 0 


ce qui suffit évidemment pour établir le théorème enoncé. 


— 23 — 
Théorème 8. Les racines de l’équation 
P, (4) = 0 
sont séparées par les racines de l’équation 


Da) —(2— a) (2 — bd) W 


an (2) = 0 
et réciproquement, les racines de l’équation 

Me = 0 
sont séparées par les racines de 


D, (e) = 0. 


La démonstration est tout à fait analogue à la précédente. 
Désignant par Il(z) une fonction entière de dégré < 2n — 1, 
on à 
b 





2—=nN 
ju (y) F (y) dy — D . ci I(z,) 
:- a À 
Bi, ose. &, étant les racines de (2). 


Posant 
I(e) = D(e) 0,_, (2) 


et remarquant que 


b b 
Jewror,_o == | y—a)(y—b)f(y) W,_,(9)0,_.(y)dy=0 


a 





on aura 
UE) 
NN! Pn (ai Rs 
> On’ (4) P(e)0n_,@)=0 
à 2—=1 
et faisant 
Fr ne an el ee 
LES (2) (2 — 23) re — £} +1) 


SAMOA TEE 
on obtient 


D(2,)%,(,) = P(2,,) DC) 


d’où 1l suit que les nombres 


D (23) Pa "(&) et (Gr) Pn (Gi 


sont de même signe, ce qui suffit pour démontrer le théorème enoncé. 


10, Nous avons remarqué, que pour calculer les réduites jus- 
qu’au rang % inclusivement dans le développement de l’imtégrale 


b 
je dy 

& —Yy 
(47 


il suffit de connaître les 2n quantités 
: b 


Œo; y» Ur. G ne 2, [rond 


Or, remarquant que 


b b 
| @— à @ — 1) F (0) dy | +0 dy DO 7, 
2 — 7 Re. 


(4 a 


— a+ (D — a) a — abat — dat (db — a) 4,9 — aba 
PSS 20 PR NAN Or APR 


———— 


— on —1+ (0 — à) op 2 — Atom 
g2n—?2 


re 
on voit que les mêmes données suffisent aussi pour calculer les ré- 
duites jusqu’au rang # — 1 inclusivement dans le développement de 
l'intégrale 

: | 
[= @— y) f (y) dy. 

EN 2 Y 

: : 


NEUR 
71 


HR 


Il suit d'ici que la fonction W, 


__, peut être exprimée au moyen 
des fonctions @,, p,_.,..…. 


O1, D. Pour trouver cette expression, 
remarquons que la fonction 


PC=G—-a)(E—-0)W,_,() 


est déterminée à un facteur constant prés par l’équation 


Jroew On (y) dy = 0. 


Or, on aura évidemment une autre solution de la même équation 
en posant 


p(a)= 9, (2) (2 + 4) — Bo,_, (2 
A et B étant des constantes, done 


(G—ac(—b)W, (= C.{oe,(2(e+ 4) — Bo, _ (2) 
C'— désignant aussi une constante. 
On détermine les constantes À et B, en faisant 











, Ê—= 0, à — b, 
ce qui donne 
a+ A— BI D. 1@ 0 
en) 
D+A— Bu 
n () 
b Pn—1(@)  , Pn—1 (0) 
pr Pn (4) Pn (b) 
DE op rl es Pne-r\0) O 
Pn (b) Pn Pr). 
es Det 4 
7 Pn-—1() __ Pn—1 (a) à 
Pn (D) Pn (a) 


D'où l’on déduit 


: + Pn—1 (0) _ ___p\ Pn—1 (4 (a) RE ee 
W GC Pn(?) (2 — à) en (6) — (2 —db) ——— on (a) (b — à) Pn__1 (2) 
Æ | (2 — a) (2 — bd) Pn—1 @) __ Pn—1 oi} | 
Pn (D) Pn (à) 
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ou d’une manière plus symétrique 














VA [an Pn—1(e)) _ 1 fruit OPREEL en 
Wan (2) __ C A—2\ Pn (a) Pn Por 2 0e b—z Pn (b) Pn (2) (17) 
Pate}, 22 Pn—1 (6)  Pn-1 (0) 


PnÜ) PO 
Si l’on suppose les coefficients des termes le plus élévés dans 
W,_.() et o,(2) égaux entre eux, on devra prendre C= 1. 
11. Nous avons remarqué aussi que pour calculer les réduites jus- 
qu'au rang » et le coefficient a, dans le développement de l’intégrale 


JE Ca : 





a 


il suffit de connâitre les 2n + 1 quantités &,, &,,... « 
Or, remarquant que 


b 

(y — a) f (y) dy __ a — ax Lon—— Atom —1 
| 2 —y ART PIC: EE RES 2 ten ee RTE Te += 
(4 

b 

(b — y) f (y) dy __ bx— Don —1— Xon 
Jens mess. mare 
(27 


on voit que les mêmes données suffisent pour coulée les fonctions 
Lee re 


Donc ces fonctions peuvent être exprimées par o,, 1,. . ®, 
et par le coefficient a, ,.. 


Pour trouver ces expressions, remarquons que la fonction 


D(z) = (2 — a) U,(e) 
satisfait à l’équation | L 


fr (y) D (y) 0, (y) dy = 0. 


# 


SA nn, ra nd Nu, Re ST Net Ve RS APS ANT NA NTE de Um TA 


ne. 


Or, l’expression générale des fonctions entières de dégré » + 1, 
satisfaisant à cette équation étant 


D(y) = A®,,,(y) + Bo,(y) 
— A[(a,,,y—+0,, )o,(y)—9®, ,(w)]+ Bo,(y) 
— A[(a,,,y—+ C)o,(y) — o,_,(y)], 
A et C désignant des constantes, on aura 
(@— a) U,() = Af(a,,,2+ 0), (2) — 9, ()] 


Faisant z — a, on aura 





4,44 C— 7 
G— QU, (=A{e,0)(a,,,@—0+ 0) (9). (18) 


On trouverait absolument de la même manière 





e—D7,@=A{ 4, (a, De 0) p, @)). (49) 

Si l’on suppose les coefficients des termes le plus élevés dans 
U,(e) et V.(2) égaux entre eux, il faudra prendre À — À, et les for- 
mules (18) et (19) donneront 





1 En 1(4) _ On—1 ne 

Un (2) __a—2\ n(a) Pn (2) 

Fhtrerel (ee Pn=1 0) (ps Le Le) — SEP EEE 
be n (D) Pn (2) 














Chapitre II. 


Formule d'interpolation par la méthode des moindres car- 
rés. Représentation approchée des intégrales définies au moyen 
d’autres, prises entre les mêmes limites. 


1, Nous allons indiquer maintenant quelques applications immé- 
diates des formules générales. 


La formule 
b 


Jron Pr (9) PA) dy = 0, mEn......... (12) 


(4 


permet de résoudre immédiatement les deux questions suivantes: 
1) Parmi tous les polynomes entiers de dégré », de la forme 


D(x)=L'+ pa pa +... +p,_t2+D, 
trouver celui, pour lequel l'intégrale 


b 


Je (x) f (x) dx 


a 


f(x) étant positive entre les limites d'intégration, ait la moindre va- 
leur possible. 


SO 


Solution. Soient (x), p(x),... ©,(x) les dénominateurs des ré- 
duites successives de la fraction continue qui provient du développe- 
ment de l'intégrale 





b 
| f @) dy a 
T — C 
2. LS MÉRSERE = 
(42 Qo— 248" 
TE ps 
Nous pouvons disposer des constantes c,, &,... de la sorte que 


les coefficients des termes le plus élévés dans les fonctions p,(x) 
soient égaux à 1. Le polynôme inconnu pourra être écrit sous la 
forme 


D(x)= 9, (2) + 4,9,  (1)+...+ 4, 0,(x), 


À,, 4,,... À, étant des constantes. 


Les équations de condition du minimum de l’intégrale considerée 
sont 


D 
| D°(a) le) dx = 0, no 
(4) 
c’est à dire 
b 
[ocre trees 0 ÉD LD 


En mettant pour (x) son expression, rangée suivant les fonc- 
tions o,(x), on aura, en vertu de la formule (12) 


D 


A; Je (x) f(x) dx = 0 
œ 
ou 
A0 pou = 0er Cl); 


TL DRE 
Done le polynôme cherché est 
D (x) = ?, (&). 
La valeur minimum de l’intégrale 


b 


feras 


a 


est égale à 
b 


Jo CC ric re 


a 


2) Parmi tous les polynômes entiers ®,(x) de dégré n, trouver 
celui, pour lequel l’intégrale 


b 


| fo [®, (&) — 2 (&)Pdr, 


(4 


Q{(x) étant une fonction quelconque donnée et f(x) restant positive 
entre les limites d'intégration, ait la moindre valeur possible. 
Solution. Le polynôme cherché peut être représenté sous la forme 


B,(@) = GP) + Go) +... + Cp, (x), 
Ci; C,... C, désignant des constantes et o,(x), o.(x),... o,(x) 
étant les mêmes fonctions que dans la question précédente. | 


Les équations de condition du minimum de l’intégrale proposée 
donnent 


b 
Jr (x)[D, (x) — Q (x)] 9, (x) dr = 0 


OUR 


pour # = 0, 1, 2,...n, ce qui se réduit aux équations 


b 
Îre LC, Pz (x) — Q (x)] x (x) dx = 0, 


en vertu de la formule (12). 
On en déduit 


b 

[7 (@)  (@) gr (@) dx 
C,= SE ———— 
JS (&) x? (@) dx 


et le polynôme cherché est 


bn [1 (x) Q (x) gx (æ) dx 
D, (x) — N —————— p, (x)... …..... (21) 


nr 


k=0  [f(x) ex (dx 


œ 


Cette expression du polynôme d’interpolation par la méthode 
des moindres carrés à été donnée par M. Tehébicheif. (Voir Jour- 

nal de Liouville, T. III, 2”° série). 
2, Losqu’une fonction Q{x) est développable en série infinie de la 


forme 
Q()= Go) rC'o.(t)r.. Co, (x)... (t) 


uniformement convergente pour toutes les valeurs de x entre les limi- 
tes a et b, le coefficient C, du terme général aura la valeur 


[rc %) Pn (t) dx 
Re te (2) 
[F(&) on? (x) dz 
En effet, multipliant par f(x) ©, (x)dx et intégrant entre les limites 
& et b, la série (1) donne, en vertu de l’équation (12) 


b b 
[ f(x) Q{x)o, (x) dx = C.. Î f(x) p,? (x) dx. 


La somme de (1) premiers termes de la série (1) est précise- | 


ment le polynôme ®,(x) qui donne, par rapport à tous les autres 
polynômes de même dégré, la moindre valeur possible à l’mtégrale 


b y 
fre [Q (x) — D, @)F dx PR NT D (3) 


et représente ainsi le polynôme de dégré n le plus rapproché de la fonc- 
tion Q{x), pour les valeurs de x situées entre a et b, si l’on convient 
de prendre pour mesure de l’approximation la valeur de l’intégrale (3). 

Nous n’avons pas jusqu’à présent de moyens pour assigner, en 
général, les limites de l’erreur qu’on commet en remplaçant la valeur 
de la fonction Q(x) par la valeur du polynôme ®, (x), c’est à dire en 
arrétant la série (1) à un terme déterminé et négligeant la somme 
de tous les termes suivants. 

Mais il est trés remarquable *), qu'on peut donner l’expression 
précise du terme complémentaire de la série qu’on obtient pour la 
représentation de l'intégrale 


b 


Jr GO, (H}Q er) des us rise (4) 


en multipliant entre elles deux séries de la forme (1) qui représen- 
tent les fonctions Q,(x), Q,(x) et intégrant le produit f(x) Q,(x) Q,(x) 
entre les limites a et 0. | 

Les propriétés de ce terme complémentaire donnent le moyen 
d’assigner la limite supérieure de la valeur numérique des coefficients 
de la série (1) et de juger aimsi du dégré d’exactitude avec lequel 
cette série, arrétée à un terme déterminé, donne la valeur de la fonc- 
tion Q{x). — La forme de la série, représentant l'intégrale (4), s’ob- 
tient en prenant pour point de départ les séries 


Q (x) = 4,9,(2) + À, p, (x) +... 4 0 CA 2 
Q, (0) = 2B, pt) + B, o, (6) +... + Bo, (2). 


*) Comme l’a montré M. Tchébicheff (Communic. de la soc. math. de Char- 


kow 1883 et Mémoires de l’Acad. de St.-Pétersbourg (en russe) 1883. T. XLVII). 





RS) 
où 
de 
[7 (@) Q, (2) 9 (x) dx 
À,="— 
[7 (&) or? (@) dæ 
b 
[7 (œ) @, (0) ox (x) de 
B,—- b 
JF (e) ox? (æ) de 


(21 


En multipliant ces deux séries et intégrant ensuite le produit 
f(x)Q,(x)Q,(x), on aura pour le développement de 


b 
Je (&) 0, (x) 0, (&) dx 


une série, composée de termes de la forme 


b b 

ff (&) Q, (&) Pm (&) da . [F@ Q, (x) on ( 

ee front 
[F(&) pan? (&) de J#( f (&) Pn? (&) dx 


où », n réçoivent toutes les valeurs entières de 0 à co. 
Or 


b 
[r (x)®,, (x) p, (x) dx = 0 


pour ner donc on aura le développement de la forme suivante 





b 
100] 0) A (6) om (9) 4. f J (a) Q (2) Om (e) da 
jromwauaS PHASE 
m=0 [to @n (2) de 


ge on AP re PA SE TE ART PE MR FSI SR SR SES NT 


Il s’agit maintenant de trouver l’expression du terme complémen- 
taire À, de cette série, arrêtée au terme qui correspond à m —n— Î]. 


- Nous allons reproduire ici l’analyse, que nous avons commu- 


niquée dans une note, insérée dans le Bulletin de MM. Darboux et 
Hôuel 1883. 


Soient 


RL VE 


n + l quantités indépendantes, comprises entre les limites @ et b. 
Posons pour abréger Q(x) =, Q{(x) — v, et désignons par %,, 
Use Us OÙ Vis Dose. 0, 168 valeurs de # et de v, pour 


TR, Los ces X, , j. 


Introduisons encore les notations suivantes : 


Pie: (x), D, 1(L) PSE Dre (TES) 
Di): D, _>(%2) D'yTS D (US) 


m0) us le déterminant qu'on obtient de A,_.(w) en y rem- 
a w par © 


F0 (x). Dh 1 (&), + Se PS 2 (x, 
Pas (x), Ps (Xe), SE Pia (x,) 


P1(%), Di) Are o (te) 
Po) PO RE nee) 


IlF (&,) da, f(x) f(@23). . f(x) dx, dx... .dx, 
1 


GT) n+-1 
_,(u,0) hs , Ge) A, () [TG dx 
1 j 





SET RE 
PRE =} 


PRE 


L-# 
"4 ce 4 
DER, 


Ti le Wwr, Pan ol À LP Nc let LR Der PSE nr à, % à CN" JÉS CAN SN VA GRR SE I d'LEe 
ar RG EN CRE te da ET et ee SÉE  PAS E et ŒRE CRT SNS. HE 

À SL Tes LP LE: OU 2 CRE OR OX - EE ARCS Le ne Le M" ‘ s: À 

D RSS + ps + # 195.2 RECRUE A : * 


5x 


.— 39 — 


[O9 désignant le résultat de x + 1 intégrations par rapport aux 


variables æ,, 4,,... &,,., entre les limites a et b; 


RES 
JT _,— Î A3" Il f(x) dx. 
1 


Toutes les intégrales que nous aurons à considérer étant prises 
entre les mêmes limites, nous nous dispensons d’écrire ces limites. 

Nous allons chercher la formule de réduction de l'intégrale multiple 

Rat ea | 

J,_,(u,v), é’est à dire la liaison entre J,_,(w,v) et J_,(w, v); cette 


formule nous donnera la série cherchée avec le terme complémentaire. 


En développant les déterminants A, ,(u), A,_.(v) suivant les 


éléments de la première ligne, nous aurons 


À,_.(u)—=4,9,_.(&)+À, D, _, (de) +...+A (x 


n+]1 Pat rt 


RAC bip en ED, D, _()+...+B 


nr Pare LU 


ny) 


où À,, B, désignent les déterminants mineurs indépendants de ,. 
Donc 


A,_,(u)A,_,(v)— > Pn—1 (4) LB D. Pn—1 Ce) Pn—1 (r) 45Bz 


où la première somme est étendue sur toutes les valeurs de à 


i—1,2,3,...(n+1) 
et la seconde sur toutes les combinaisons des valeurs 


if) 2 8e (ml) 
k— 1, 2,3,...(m+ 1) 


à l’exception des combinaisons dans lesquelles 4—%; le nombre de 
termes de la première somme est # + 1, celui de la seconde est 
min+-1); tous les termes de chacune des sommes s’obtiennent d’un 


seul par la permutation des lettres æ,, 4,,... 4%,,.. 


3% 





rio 


Multipliant par É | = 

n+1 we 

[rec 

1 à 

et intégrant (n-1) fois, l’égalité ne ie d'aprés ce qui 
est exposé ci-dessus 


Sval n+1 


Ju, 0) = (n + NE @,)4, B, [| f() dx, 
e (5) 


(n+-1) ee 


| 
+ n(n + 1) | P,_(%)p, _(%) Ai Ba Il f(x) dx, | 
L L 


où 
Por (&:) ? PEUR (&), 2 Ph 0 (æ N+H+-1 ) 


0 0 0 ee 0 0 0 0 4 © ee € 


1— P,(&),. (mm) -. ©, Eee, 
Po: Po: Po 
Uo ; Us; Una 


B, s'obtient de À, en y remplaçant w par v, 


Pa) Pn (T3): te Pa (Un+1) 


0 0 000 0 0 0 ee 0 ee € 


De re : (&), P1 (Gs), note Pi (Gi) 
Do) Do» ER Po 
Vis Vs set Dr 


Le premier terme du second membre de la formule (5) se réduit 


évidemment à 
(n) 


(n + fs, (0) f(x) dx |a,.00 À, _,(v) Il f(x,) dx, 
« L 


— (n +- fe. (x) (&) da. J,_,(w, v). 








ÉTAT Er 


Quand au second, on peut évidemment l'écrire sous la forme 


— 5 \ 
k Lise n+-1 


ne D]{fe, GB, f) du fe, Gp Art) dn) TT r@pdr, 
: 8 


Observant que 


Pre (ts), Dh a). , PAS (pese ) 


0 00 0 0 0 0 e ee 0 0 0 ee à e 0 ee © © 


A=(—1)" "# |+o(x,) 
- PL); D, (M) .."0 (x es : 
Po» Phare Po 
D, _(T3)) RE at pets) 
RER ee 
P1 (Us) c.. P(2,,) 
Dis Po 


o(x) et o(x) étant des fonctions UNE de dégré nr — 2 par rapport 
à æÆ, et que 


| Pn_1(2) f (22) © _ dx, = 0 
Je.) f(&)o(x,) dx. = 0, 


on | voit que le second terme du second membre de la formule (3) se 
réduit à 


— N (N + Du op, (2) f(x) dx Je op, .(&)f(&)dr.J,_.. 


Donc la formule (5) prend la forme 


De D Que) | ee 


—nn+l)7,., + f(œ)w Pr (x) dx fr (@)vp,_.(x)dx 


« 1 





ou 


Th (u, v) ar DRE 
n(n+1) Juno. [f(&) pn—1 (&) d 


no (to) JS (ou on (0 de. [ (0) 0 On à (2) de 
RATE J @?n—1 (e)f (0) de 


on t6) 


En faisant ici une supposition particulière sur les fonctions w et 
v, Savoir RL 


u—=v—p,_ (2) 
et observant que | 
A (pu 
Jo (die 6) 0 


AO A de Our Pen 
nous aurons 
Je, —="nJ,%, [r,.0 f(x) dx 
et la formule (6) prend la forme 


Jn—1 (#4; v) En Jn—2 (4, v) F4 [7 (@) U Pn—1 de. | f(x) 0 Pn—1 dX (1) 
(n 4-1) Jp; n Jn—2 [f() P?n—1 d% AP 


En posant ici successivement n égal à 


2, 3,...n 4 
et observant que 


Jo, 0) 25 [fe 3) (vo 01)f (ar) (2) de ds 
I AT [f(&) dx 





u f(æ) de. [of (x) dx | 
= [uv ro ar — etes Lt 


DANONE 


on obtient définitivement la formule 


NT LU Om (of (a) de. [ 0 @m x (@).F (a à 
DANONE RUES LEROMIS EARE ERIC LS 
] 4 2 J9%m = (e) (a) de 


ce qui est précisement la formule de M. Tehébicheff, avec le terme 
complémentaire 


Cette expression du terme complémentaire peut être simplifiée, en 


faisant usage des propriétés connues des déterminants. 


En désignant par À, le coefficient de 2° dans l'expression de 
o,(#), nous pouvons évidemment représenter ©, (x) sous la forme 


pt) = 4,2 +p9, (+, +... +p, 


Pos Pas ++ P,_, étant des constantes; on pourra donc, en vertu 
d’une Ans connue des déterminants, remplacer les éléments de la 
première ligne 


Pn—1(); Pro): + + Pr: En) 
dans les déterminants A, _.(u), A,_.(v), A,_. par les quantités 
DRE MORT Re: ARE PER 
et en général la ligne 


®z (x), D (ta) CRTC D CES) 
À, ER “re ie A; T 


k ne 


par la ligne 


Aprés cette transformation l'expression de À, devient 


re +1 
[Dr ) Ds (0) LP des 
D RE A ee (11) 


HA (x) 


Qu 2) [ Dan TL (ad dé 





où 


1 TRE ET ES | 
; Bi Da ++ Tous ; 
D, _,(u)— Rs node ttes dl re Pet 
LATE CRT Se ie, RE 
TR EST LA ‘ 
lors Te. | 
die PRES Une 
: D, _,— RTS Fe DE œ 
He RS. ie ur: ñ 


(ir (D 


3, Les propriétés du terme complémentaire À, découlent trés 
simplement de la formule suivante, concernant le déterminant 


D (u) == DE (Q.,(x)) 


(Gé) D es 00) | 


c’est à dire 


n+1 : < ) 
Q, (n) (£) 
DT se. 0e. 110 0e ve 0e 6. oeuvre; e Le =). (0) sx F 
Le AS DAT Dre | | | | Se 


Q,(&,), 2,(%,),...Q(%,,.) 


& étant un nombre, situé entre les mêmes limites, entre lesquelles se 


trouvent les ee Lo dirs peter | cs : Ë 





FL LT JE SÉGNERS ineant Se PRE Et nd ANSE ons 






… 


— 4] — À 
Pour démontrer cette formule, observons qu’elle est vraie pour 
nt car 
| Il 
D, (Q, (x)) — —Q, (,)—Q, (2,)=(%—%) 0,6). 


Q, (x), Q, (x) 


Il suffit donc, pour établir la généralité de la formule (12), de 
montrer, qu'étant supposée vraie pour une certaine valeur de », elle 
le sera aussi pour la valeur de x augmentée d’une unité. En partant 
de cette remarque, transformons D, _.(Q.(x)) de la manière suivante 


1, Bees 1 S 
La: as RS 
DE (Q, (x)) = : nos sers 
RU por 7. (n— 1) 
Q, (x), Q, (&),...Q (és) 
Ly— À, BL, L, —% 
| LL, Dr, - AU 1 
Lu Ee ER a A ï Ut LS a" 


Q, (2) — Q (a), Q (es) — Q (er)... (r,,,) — Q(m) 
Divisant les éléments de la première colonne par 4, — x,, de la 


deuxième par %3 —#,, etc., On aura 


D (Q, (x) 


(Lo— L3) (ta — D). + (Enr di) 


fe . 1 
DE D. Re mi 
se 2 Es: 
OR DE PU EN ne 7 PORT PDO Te DE POSER MIS» 7 PRES 
O, (x) — Q, (x) O, (Gn-#1) — Q: (@) 


ESC * ei . L] + LA 
Lo— Ty En+41— Li 


DD a 


ou, désignant 


Q, (x) — Q, (æ;) LEA (1 (x) 
. T—% 


et simplifiant le déterminant précédent, à l’aide d’une propriété con- | 


nue, on obtient 
| Dy—1 (0 (x) 


(to &3) (t3— Lo). . (Ap-r1— da) 


— css ss ses = D,_, (®(x)). 
Dr), B(),...B(x,,,) 


Supposant maintenant la formule (12) vraie pour le déterminant 

D,_,(d(x)), on aura / | 
(n—1) 

aus (Q (x)) ns ee d) (X3— %) cs (CR %,) a * (13) 


6, étant un nombre situé entre les mêmes limites, entre lesquelles se 
trouvent les nombres æ,, %3,... æ 


n4+-1° 
Or,=ayant 
Q — Q a 
Da) = OO 2 fo, (à — 0 (2,)] (& —2) 
on aura 


DD ()= (an) QG) (1) (22) QT? (x)+. 
+ (— D" 1.2...(n— 1) (6 —2) *(Q(x) — Q (mi) = 


Q (0 (en) D (a) — = APN —D (a) 


(ti— 2)" 


22... (nl) 


ou enfin 





D (= 1.2... (n—1) 2), 








An RO ES 


e étant un nombre compris entre x, et æ. Donc 


DD (E) 0,0) 
EAU RS d'u HS 


€ étant un nombre compris entre &, et 6. 
En substituant le résultat précédent dans la formule (18), on à 
Q. (n) 
D,_,(2@)=D,. 20 
COQ 1: de 3 
Appliquant là même formule (12) au déterminant - 


Dr) = D,_,(Q,0@)) 


nous trouvons que le terme complémentaire À, peut être représenté 
de la manière suivante 


CET  NHI 
| D?,,.0, (0) (6) Q, 0) (n) II f'() dx; 
R,—= a c'e Le Tor TE te ({ 4) 


(n) * 
(1.2...n) (n+- 1 | D? 1 IIS (x) dx; 


Or, si l’on pose dans la formule (9) 

HUE Dh (x), 
tous les termes du second membre s’annulent à l'exception de &,, qui 
se réduit à 

(n+1) a 
| Dèn TI  (eû des 
n 
0, === s ANT ONCE ONENC SEE ÿ [o,. QE 
(1.2...n)? (n + D. | D, TI (x) dx; 
1 


9,09 étant une constante = 1.2... n. À, et la formule (9) donne 


| P,(&)F (x) dx = 0. 





TRE 


Donc, lexpression (14) de R, prend définitivement la forme 
b ; / L 
[o?n (@) f(x) dx Le | 
R= 9° 00," (n)........(15) 
a. 
6 et n désignant deux nombres compris entre a et b. 
Cette expression de À, met en évidence les deux propriétés que 
suivent: 
1) La valeur numérique de À, ne surpasse pas le nombre 





re : 
Len? &)f(x)dx 24 


dt'En 2 2 
EE | 


MW, et MT, étant les plus grandes valeurs absolues des dérivées 





pour les valeurs de æ comprises entre a et D. 


2) Si les dérivées . 2 : ne changent pas de signe entre a et b, 


R,, aura le même signe que le produit 


d'u: - dy 
dan ‘ dan 
4, En faisant u— Q(x), v — o (&) dans la formule (9), on aura 


| f(x) Q (x), (0) de = R 


donc en vertu des propriétés de R,,, on pourra dire, que la valeur nu- : 
mérique du coefficient | 5: 0 


b 
[7 @) © (a) on (e) de 
C Re US Re MARS FU 


n 


b 
Î (0) on? (e) de 











dans le développement de Q(x) 


EC El CRE EC pue (te 


ne surpasse pas le nombre 
FN 
tm Ar 


DL, étant la plus grande valeur absolue de Q"(x) entre les limites 
a et b et À, le coefficient de «” dans l’expression de o,(x) et si 
Q(x) ne change pas de signe entre ces limites, son signe sera aussi 
celui de C,. | 
En faisant n — 1, f(æ) = 1, a—=0, b—]1, dans la formule 


(9), on aura 
1 1 1 


uvdx = [us | vdx + R, 
0 0 


D ————— 


où 


| 11 
=; | | (us — U1) (V,— 01) dX: dx, 
00 


d’où découle immédiatement le théorème suivant de M. Techébi- 
cheff, démontre d’une manière très élégante par M. Korkine dans 
les Comptes rendus T, XCVI: | 

Si les fonctions w et v sont simultanément croissantes ou dé- 
croissantes entre les limites O et 1 de la variable, on aura 


1 Eure 


1 
Joue Fa Jus | vdx 
0 0 


0 
et 


1 1 1 


Juras . | udx [ras 
0 


0 0 


dans le cas contraire. 





RP 


Plus généralement, ou tire de la formule (8) 


D b b SANTA SE 
[ f eds. |r (x) uvdx = | f(x) udx. | f(œ) vdx 


bd 
à = [fout mort) red den dr, 


la conséquence suivante : 
b bas b. b 
fr (æ) dx. fr (x) we |v f(&)dz. | v f(x) dx 


a a 


quand ne 0 pour a << x <b 
A b “ D Me 
et fre) dx. | f(x) uvdx < | u f(x)dx Je f(œ) dx 
a. ( 4 œ © 


quand. 2 - ee < 0, pour a Lx <b, f(x) étant une fonction quel- ; 
conque, positive entre les limites à et b. | 
On aura par exemple, en faisant 


L ; Le Re: - 
ut, ot k>œ1 | Re. 


observant que 


du dv __ 32 on 2k—2 | ÿ 
m'œm—=@—-Ë)x ">0 4 

| a 
et désignant par &, l’intégrale : - 
rie 4 

U 4 

D f(w) de 4 

a E 






Lan (ES èE F .> è LS 
En At” -G. 
PNR) VNTTRE] 


égalité suivante | 2 RO 
% > aa C7 04 


LS 


En faisant Es = 0, me œ, 0 — a , romplaçant fa) par 4* (x), 


, 


« 


Pr Etam > Up pyme 








. Chapitre III. 


Sur Îles fonctions, analogues aux fonctions de Legendre. 
Après avoir exposé les propriétés générales des fonctions qui 
proviennent du développement en fraction continue de l'intégrale 





indépendentes de la forme de la fonction f(y), nous allons maintenant 


nous arrêter sur la considération des propriétés spéciales des fonc-. 


tions, correspondantes au cas particulier 
FO = + AN, 


a = — 1, b— + 1, en supposant les paramètres a et B > 0. 
Le dénominateur de la #°"° réduite dans le développement de l’inté- 
grale 


+1 
(+ y (1 — y 1 dy 
2 —y 
ST 
en fraction continue de la forme 


C1 





ES 


RL QUES 


g; — étant linéaires par rapport à z, est une fonction entière de z 


de dégré », que nous désignerons par T,(+) ou simplement par 7, 
en supposant le coefficient de 2" dans son expression égal à l’unité, 

Les fonctions T5, Ti, T,,... T-.. sont connues sous le nom 
de fonctions analogues aux fonctions de Legendre ou de polynômes 
de Jacobi, qui les a considéré le premier dans son mémoire sur la 
série hypergéometrique, inséré dans le T. IIT de ses Oeuvres com- 
plètes, (éd. 1871) et dans le L VI tome du Journal de Crelle. Nous 
allons voir, que les propriétés principales des fonctions T,, peuvent 
être obtenues facilement, sans qu’il soit nécessaire de recourir à la 


théorie des séries ee tie 
1. L’équation de définition des fonctions 7. est 


+ 1 
Jo RU) PO dr (1) 
a: 


0, _, désignant comme toujours une fonction entière arbitraire de 
dégré <n— Ï et l'équation (1) tenant lieu d’un système de » équa- 
tions distinctes, qu’on obtient en remplaçant @,_, par n fonetions 
entières indépendentes, par exemple par 1, 2, #,... 27". Conve- 
nons de désigner par 7° la fonction qu’on obtient en remplaçant 

« et B par a +1, Dries dans l’expression de 7°, et plus générale- 
ment par 7,0 LE qu’on obtient en y remplaçant &, B par & + M, 
pm 


La fonction 7, est définie par l'équation 


+ 1 | 
Éd NT DO da, (2) 
—] 
Cela posé, on à la relation 
A en re I 


En effet, en posant dans l’équation (1) 
don —2 
He) =) 





et intégrant par parties, on aura 


+ 1 


Ja + 2) (1 — —PŸT, 2 da = 


nl | 
(+2 (T0, , | — | SA) (1—2ŸT,) 0, ,d2=0 
— 1 


ou 
+ 1 


Jar A— En 0, de + 


— 1] 
+ ] 


Jo +2) (1 — 2 T(a—8B—(aB)z)0,_,dz—0. 


Or, (a — 8 — (a+ $)2)9,., étant de dégré < n — 1, la se- 
conde intégrale est nulle et l’équation précédente se réduit à 
#1 
[a at (1—2) Lr0,,d8=0........ (3) 
24 
En comparant cette équation avec (2), on aura sur le champ 


dTh D ADP 


de Nn—1? 


la constante C se détermine d’après la convention sur le coefficient 
de 2” dans 2, qui donne C'=— n, donc 


LINE (1) 
LS ni as Rs Hsber(l) 
à. La fonction T de l’équation différentielle ; 


Gt 7" Een as 


(1 =) M u—8— (a+ 99 Ÿæn(a+ fn —1)y 0. 





NT 


do 


En effet, en posant dans l'équation (3) 9,_, = %=1 et inté- 





grant par parties, On aura 


F2 
fe (A +2 (1 +) 0, _,d=0 
et 
ou 
+ l - 
Jeraa etai (e-s-(erp) Pile, do) | 


— 1 





d’où, en vertu de l’équation (1), on voit que la fonction entière de 
dégré » 





CAGE Genie 00 


ne diffère de 7, que par un facteur constant et comme le coefficient 
de 2” dans Pexpression (4) est égal à. . 





— n(n—1) — n(a+$8) = — na+8+"0—1), | 
on aura 
(A — SE + (a nee — (4 + 6) nr 
RU md EE SES (IT) 
ce q. f. d. 


Le procédé élégant exposé c1 dessus de la déduction de cette équa- 
tion différentielle appartient à M. Markoff. 


3. La fonction T peut être représentée par la formule suivante 


T, (e) ÉT. 


(—1}(1+2)1— 412) —Ê AMAR) EN 2) PEN —1 à II 
rfene Dar in- SIM R rond) NS oder . (III) 
A*% 


TE A TR + OT RS © PR PC. ER OS armee Enr EL dE Le AR FR 2204 #27 RUE e PM 4 Or ET AG NON DENLS Dee ei) CE Rae TS CES 
A APCE NE ET € RES SE Te IR HET NC + te KE VOA ae) AR Pr <Ù PARLER PA LA Es < ay ke + Sa" AE 
Re D AE PT SP ME RE ne dl ERP OUT D PET LL NO ME AL PT VON RE CUS EL RS 

$ x 2, Q _ AUDE 5 ES 2 LENS CU AS an Sr 1 CINE Qu: 


3 vs 
: HR. Le 


— 


HERO E 
En effet, l'équation IT peut être mise sous la forme 
Eur < AT 
LC +2 (1 — Ÿor}= 
ner Born le) al 2m 


d’où l’on déduit 


(1+ 2) ao = 


— n(a+B+n— ofo + 8) (1 PTT de 


LP À 
Or 
Te (1) 
TASER L n—1? 
donc 


A+ — PTT — 


— (a+ PB + n — ba He) Re Ce T, de. 


En intégrant encore une fois, on aura 
& 


Ja +2 (1 — Ti, de — 


— 1 


= (en, SEX EL 1] Ja +2) (1 ef T dé 


—1 —]1 


.(5) 


(6) 


D'autre part, en remplaçant «, 6, n respectivement ts a +- 1, 


Bæ+1l,n— TI, la formule (5) rt 


) 
CR pe as 


=D) (@-Baen) [a +9 a PT Ga. 


(PS 


“ht, TIR" CS RS 4 OU CPE SNS à ER ON AT RCE, 2 0 re RE AR RE OST PORT AT DR EU 0 
PCT RS PET NS EUR PR CRU LS 4e PR SV: CAN DE NN G + 
gt os EY RUE NME ÊT Le êée L ke. = 


SES 


Or 
ii —(n—1)T te 


n—2? 
donc, en vertu des équations (6) et (7) on aura 


(2) 
(2 ons (Pine — 


El fasor-n- DE de. 


—]1 —1 


En continuant ce procédé, et remarquant que TT, on aura 
enfin la formule 


(1 eee rl — gp Tr 


(—1)"(a-8-+-n—1).. terra] Î. fera —ÿ UT. de” 


—] —]1 —] 
ou 
DATES Te 
(— 1} An (l jen t (1 — sn 


(a B+n—1)...(x + f$ + 2n —2) dzen 


ce qui est précisement la formule annoncée. 


&, Cette formule donne le moyen le plus simple de calculer l’inté- 
grale 


+ 1 
JT — | da) Ter 


Si 
En posant pour abréger 


(— 1} SA 


(a+ Br n—1).. (a+B+2n — 2) n 


(1 a Tr À) su. (1 RSS DRE u, 





on aura 





+ 1 + 1 
7=|a ele) Tde— ae Tde. 
ER k at 


Le 


- —n(n—1)4, fr Vi er 
— 1 


0 9 0 0 0 ee 0 © © © 


+1 
= (—1)"n(n —1)...2. a fn, T° de 
51 
Or 
po 
a | 
P de Je Ha re) 
—1 


90H $ +20 —1 l'(a+n)T (8 Fe n) 
T@+f+amn | 


HP ns ROLE RS ne va 
ï ' À & LR, ve" RES 
ete Son MT RE.) Tu NES 








= FR tp ser Dex} … En D FRET I" LR 4 ON Ans CT NOT A PP PONL A ee LOT, 
RPDNURE AC FL UN Ar CRE TU EE Von Mt ets dd PS PRET NU LT RTE N 


Donc 


J =[a + 2) (1 mr te T° dz 


me | QAH$H2N—1 TT (n + 1)T (a+ n)l'(B+ 7) IV 
D DE RING LR Ua ID Een (IV) 


3, En comparant cette formule (IV) avec la formule (7) du cha- 
pitre ([), on aura l’expression générale du coefficient c,,, dans le dé- 
veloppement de l’intégrale 





+ 1 
A+ 1 (1 — y — 1 dy CA 
g es. c 
y Dee 2 
a PAR C3 
| da 


en fraction continue. 
En effet, la formule (7) du ch. I, donnant 


Jr Classe Ce 0 





n NH! 
on à 
J 
Cn +1 ne Re 
et, d’après la formule (LV) on a 
Un 2 .n(xa+n—1)$+rn—1l)(x+$ + 7—2) 8 
FT RE AO A Nr op ep een (8) 


Cette formule donne les valeurs de €,, C3, C4,--* 5; quand à c,, on 
aura sa valeur, en remarquant que €, est le coefficient de = dans le 
développement de l'intégrale | 


+ 1 
| Aya (1 — ph dy 
2 y 
hi 


suivant les puissances décroissantes de z; donc 


as CE el r [A 
min y) — yÿp dy = PEU MO) (9) 


G, Pour avoir l’expression générale du quotient incomplet q,, 
il suffit de remarquer que les trois fonctions T,, T,_,, T,_, étant 
liées, comme cela suit de leur définition, par la on 
T,= In Lies rc Le 
la fonction g, s'obtient comme le quotient entier dans la division de 


T, par 7, _.,. Pour calculer ce quotient il suffit de connaître les deux 
premiers termes dans l’expression de 


Re oi Me RS Sn ro (10) 


rangée suivant les puissances décroissantes de z et qui se détermi- 
nent aisément à l’aide de l’équation (IT). En mettant pour 7, son 


expression (10) dans l'équation II, et égalant à zéro le coefficient de 


27", on aura 
OR 4 AC ©) 
PT a ep por 2: 


On aura de même 


RS TE D D Re 
où 
ns te) 
Pr LR (a + B + 2n — 4) 
et 
UE ais ({@œ—$)(a+ 8 — 2) 
PR Pr PE eu 6 san 9) en 0) 


4. L'expression (III) de la fonction 7, va nous fournir aussi 
l'expression de la fonction génératrice des fonctions C,T,, C, étant 
une constante. , 


=. 
CUT 


on nt as. Ve a Een 0: dE. RE SPA ee En UE CAT LR le pe ge RARE ERA CRAN he Le En a 
Favre A Or RS . 4 nr = ; k £ : 


— 57 — 
La série de Lagrange donne, en faisant 
y = 2 + hf(y) 


— 1} nn qu — A1 ñ 
pG)= (+ D'EUR Pisrer 


d’où, en différentiant par rapport à z, 


POE= (+ DER CIC, 





Posant | | 
fa = , p(—=(1 SIN lee 2971 
nous aurons 


et la formule précédente devient 


BR+1—V 1er RMI (R—1 + V 1 — De + hD8—1 
RAP —2 V1 — 9hz +R? 


EN ce 1) AM MEL NL (1 — 2) NL) 


de" 
ou 
V1—2hz+R 
SA Open ae 


La formule (V) donne le moyen le plus simple pour calculer Les 
valeurs de (2) pour = + 1, etz2——1; en posant 2 + 1, 
la formule précédente donne 


oe n(a+B+n—1)...(x+$8—+2n — 2) 
(1— }) B_— d'A PRE 7 (1) 


Or 


“AN eine 


Donc 


T (+1) = 2. (19) 


(a+ B+n—1)...(x +8 +27 — 2) 
On trouvera de la même manière 


__ (—1/2%a(x+ 1). (a+ n—1) 
POSE nec epe me): 00) 
Remarquons encore que si l’on fait «a — 8 — 1, la formule (V) 
donnera 


1 SNL 2er L" 
V1—9h:+h? dm LC RD Peuet Léa 


1.3.5.,.(2n—1) 
D AE 


égale à la fonction X, de Légendre, définie, comme on sait, par la 
formule $ 
1 is n 
Pioheehtoe Di + 


8, Expression du discriminant et de quelques autres fonctions 
symmétriques de l'équation T, (2) = 0, en fonction de n et des para- 
mètres a, B. 

En désignant par %,, %,,... x, les racines de l’équation 
Te) = 0, et posant 


ce qui montre que pour &« = 8 — 1], la fonction 


i i r 
S—= LH Dh... EL, 


nous allons rechercher les valeurs des déterminants 


k désignant l’un des nombres 1, 2,...(n—1), n. 





VD LE à de nn TEE dE BL iS. ls de PT DS, VU CCS NI RP ER, MUR ME 1 0 NE + hd 
0 Se dE RTL Qt AE OS Me AO QUE RON 7 VAE Pa, 
sé Li y h rt re a à A Fe »n ù en ‘y LUE 


Me te 


La dernière de ces quantités 


S S S 
Me 12 27 n 
n— 
Sp—1? Sn NT Son—2 


est égale au discriminant 
fr) (2) x) (4, _— a) 


de cette équation. 

Remarquons dans ce but, que si X est une fonction entière de 
dégré n, X, — sa dérivée et X,, X,,... ZX, les fonctions de 
Sturm, qu’on caleule d’après les relations | 


X=QX;—X,, X,=Q, X,—X;,. ra Xp Qn_ ST (15) 


Q, Q,,... Q,_, étant linéaires dans le cas général, on aura, 
d’après un théorème de M. Sylvester et Borchardt, en désignant 
par À, le coefficient du terme le plus élevé dans X, et par x, 
Ta,... &, les racines de l'équation X — 0, 


AP A... A7,  X,=Z(t-x)...(2, _. —2,).(x—2,,.)...(x—x,) 


d’où 1l suit que 


0 9 + et + © © © © © + © 


Sp_19 Spy 9,29 


d'AMD A is. (14) 


(Voir Serret, Cours d’algère supérieure T. I, pag. 570 et sui- 
vantes). 


ee ai SANT PR dx vtr DEN: AE FAC EE A DM PRE LE os Pe Frs HET SR 


On voit donc que pour calculer ces fonctions symétriques des 
racines de l'équation X — 0, on n’a qu’à calculer les coefficients À.,, 
A4,,... À, dans les relations (13), ou ce qui revient au même, de 
développer en fraction continue la derivée logarithmique de X. 

enr à notre cas, nous aurons 


X=T,, mn nr 


n—1? 
nu (1) 
divisant Z,, par n T,_., nous obtenons 
TROT SENTE 
n NA 


À étant une fonction entière de dégré n — 2 et Q linéaire. Met- 
tant cette valeur de 7, dans la formule (1), en y faisant 


0 ,_1— (1 — )0 


n—3? 


on obtient 


+ 1 
Ja + Y(1—Ÿ(nQT" +R), _.dé—=0 


— 1 


ou, remarquant que 


+1 
Ja +) (1— PT .00,_,de—0, 
SN 
on aura 
+ 1 
Ja + 2) (1 — PRO, _.de 0 
A 
d’où 1l suit que 
) 
RARE 


TR = ec 


SET: à A 
À étant une constante. Donc on aura la relation 


re (1) 
Le On TRE À RUE 


Pour déterminer la constante À, multiplions les deux membres par 


ERA) Te | de 


et intégrons entre les limites —:1 et + 1; nous aurons 
+ É | 
J (A+ (TT. (A2) TO, de 


— ] 
+ 1 


= [a (AE) she n Q Ta da 
et 


+1 
dl | (1 + 2% (1 — 2 [T,,F de. 
sa 
En remarquant que les coefficients des termes le plus élevés dans 
les fonctions T°” sont égaux à l’unité, on aura 


+ 1 


HE en (le 2) T 42 


(12 TE de 


Î (Aa) (1 — PTT nQTO , de = 
— 1 


+ 1 


=[a + ol Tr Ps; 
4 





calculant toutes ces intégrales au moyen de la formule (IV), on ob- 
tient après des réductions faciles 


AE Afn—1) (a+ n —1)(3+n—1) 
TU RH rIMn SIEGE Lin 2} 


Ainsi, nous avons dans notre cas la relation 


X—QX,—X,, 
où 
X=T,, gi 14 


X,— 1 T® De Afn—l)(an—1)($+n"n—1) (44 a) 


n2% 3 (a+ 2n—3)(at$r2n—2) 
En suite, en remplaçant dans la relation 


T TT, ,, —c,,,T 


NHE2 Qn-+2 n +1 n+2 nn 


a et B par al, f+], n par #—k, on aura, en faisant usage de 
la formule (8) 





(1) (1) the 
1h 4e qu. k+-2 4, —h4i — dy RE 
où 
RES Afn—k+-1) (a+-n—%+1) (8+-n—k%+-1) (a+-8+n—%+1) .(44 b) 
k (a+ 2n—2%+-1) (a-+-fB+9n—92%+2) (a+-B+2n—92%+8) * 
pour £ = 3. 
Nous pouvons donc écrire le système suivant de relations : 
(1) (1) 
1,= QT, il L, ES * 
(1) () (1) F5. 
SR TR SE PA FORTE UN { (15) | i 
@) a) a Ur US 3 
T' n—k+2 n—k+2 Lise k+1 lg L n—k | : 


D ,DTa (1 
TL = TI, | 


jo 


DAS EL D RE Re ent 


5 


Ai, ON 
Re 1 D De) 
Ve PTE 


NE 





Multiplions, en posant /, = n, les équations du systême (15) re- 
spectivement par 


TROT NE AUTRE AH ME OSLE 


Le système (15) prendra alors évidemment la forme du système 
(15) et nous aurons 


RE TR TRES 


27 -n—2? 
en général 


PO ENA e e se k — impair 
Xi pie Rs pair à 


Donc, on aura 


A,—=tl, ..1, dans le premier cas 


et 
A,=tl,... 1, dans le second, 


d’où 1l suit, dans l’un et l’autre cas 
: ASE le 
PÉDALE PES A OR DAS 


les quantités 4,... 4, étant données par les formules (14 a), (14 b) et 
=. 
Pour £—n, on aura la valeur du discriminant de la fonction 7, 


A 20 D 22.83. na 1)at-2). (an 1) 1(6+1)8-+-2).. (8-01) 1 ( 1 6) 


n (a+B-n—1)t L(ar-B-n)t.. .(a+B+2n—2}1—2 





9, Le résultat précédent, ainsi que le théorème suivant ont été 
enoncés par M. Stieltyes (Voir Comptes rendus 1885), 
Théorème. La fonction de x variables indépendentes 


D(a,,2,...2,)—= (1-2). ..(1+x,) (1x. ..(1—x PA, 


où À, = Il(x,—x,), & et 8 0 et à, &,,... 2, restant entre les 
limites — 1 et + 1, attemt sa valeur maximum quand x,, &,,... 
æ, deviennent égales aux racines de l'équation 


T0: 





F2 T° jee RE, 4 x, ME PR L (rs as y ne EN RES. ii ae LP ae Re ess D 


= 


Démonstration. 
Les équations qui déterminent les valeurs de 2, 4,,... 2, 
corréspondant au maximum de ®, peuvent être écrites sous la forme 


a Dig DE 
RIRES, ou EE A La 


pour £ — 1, 2, 3,. 
Or 





IgB—=aflg(i+s)+...+lg(l+x)] +Pflg(1+x)+.. 


+lg(l+x,)|+ Isa. 
Donc, on aura 











» 8. lg A» _… 
RS RE AT 
(en D) EE + [a —$— (a+ 82] =0,....(17) 
DEAR TS NT 4 
RE D 


Posant 
pU)—=(e—2)(e—%)...(e—2,) 
__- œ(e) 
Ÿ (e) Ts 
à Doséhétions 1 N 
Dis (22) 
(é 


(—apr?(—p( _N 1 
el 





nous aurons 








c’est à dire 


et faisant 2—%,, on aura 








(2) 
Donc 
01g An ___ 9"(xr) 
(xp) : 





OR 9 
et l'équation (17) donnera ; 


(29) g'n) + (a —8— (a + 8%) g'(r) = 0 


LE DN(a+-Ê+-n—1) 1.2 








Site 


pour # — 1ÿ 2,...n,-d'où il suit que la fonction entière de dégré » 
 (A—a)p" (+ (a —8—(«+8)2)p" (+) 


ne diffère de œ(z) que par un facteur constant. En comparant les coeff- 
cients du terme en 2°", on trouve pour ce facteur la valeur 
—n(a+B+n— 1) et on aura pour déterminer la fonction o(2) 
l’équation différentielle 


(1— 2) ©” (2) (4—8—(a+-6)2) D'(2)+-n (a+-Bn—1) p(2)—0 


identique à celle qui détermine la fonction 7, (2). Remarquant enfin 
que deux solutions entières de cette équation ne peuvent différer que 
par un facteur constant, nous trouverons 


p()=7,() 


. ce qui achève la démonstration du théorème. 

Pour avoir la valeur même du maximum de ®, remarquons que 
pour p(e) = T,(+), d’après les formules (12), (13) et (16), on aura 
Max. Œ=[(1+4,)(1+x,).. .(1+4,)l [(—x,) (1x). (1-4) A, 
=[(— 1) 7, DIT, DA, 





(a Ben — 1 BRL (on) PNB On —2)2 ++ In —2 


Se 
= Na +N—T) IL: (or 10 T1 (Br — 1) FT —1 de (18) is 
F= 1 


(e+-B+-n-r— 2) HR HN T2 


2,83,.nla%{o+ 1)2 F1. (a-n— 1) HN I BB (BL... (Ben —1)8 +0 —1 





Chapitre IV. 


Caleul approximatif des intégrales, 


4. Soit Q(x) une fonction quelconque de x, développable suivant 


les puissances ascendentes de la variable, pour toutes les valeurs 


comprises entre les limites @ et b Le - 7e 


es . 2n—1 on 
Do AD she D ME RL Perte 


Désignons par ®(x) l’ensemble des termes de dégré < 2n — ]; 


Q(x) = D(x) + a,,2" + TE 


Soit encore f(x) une fonction donnée, restant positive entre les 


limites a et b; multipliant les deux membres de l’égalité précédente 
par f(æ&)dx et intégrant, nous aurons 


b | 2) “1D 
Jr (x) Q (x) dx — | f(x) D(x) dr + nn Î a da +. 


(7 


D 


Désignant par 2e la n° réduite dans le développement de l’in- 


| tégrale . 


[es | 
E— y 











Le PRET ER ANS Pr US MA je RDS MN Mar MU AIT 20 QU SE, Co 
: Es è PE * } en : pm 


LA 
FA | A" 


SSREANTE 


en fraction continue, par 4,, #,...2, les racines de o,(z) et appli- 
quant à l'intégrale du second membre la formule (14) ch. I, on ob- 
tient 

b 


i=N | | 
n i) on 
Jr (x) Q (x) dx — à TT D(z,) + a, | 2" f(&) dx +... 
a rm 


(a 





ou, remarquant que 


D(:,)— Q (2) — 4,2 — 


ln Ê% 
on aura la formule 


i=N 


Jroatare tt Q(2)H ae Ha, Er... 
1 


1—= 





e, €,,... étant des quantités, indépendentes de la forme de Q{x) et 
qui peuvent être calculées à priori. 


Donc, on peut dire que la formule 


in 


fre ur Sao PR ER NES (1) 


exacte, quand Q(x) est un polynôme de dégré <2n— 1, donne une 
valeur approximative de l’intégrale 


] 


b 
Jrwot) da 


dans tous les autres cas et que la correction, c’est à dire la quantité 
qu’il faut ajouter à | 
i=n 
| Un (85) 
Bt Q(2.) 


Pr! (2 ÿ) 
DEA lee 





B*X 





pour obtenir la valeur exacte de l'intégrale est une fonction linéaire 


des coefficients a,,, 4,,,,,°:-+ dans le développement 


9 on 
QT) QE UE EUR SE LAN. 


les facteurs, qui multiplient ces coefficients peuvent être calculés 
d'avance à l’aide des formules 


i=N 


—f: D 


2—1 


=N 


__ | en+i S Un (85) ,en+1 
e. -j: f(x) dx Sat a de 


0 0 0 00 ee ae © ee + 0 + © + 0e + + + + 


et de cette manière on peut Se rendre compte de la grandeur de l’er- 
reur qu’on commet en prenant pour la valeur de l’intégrale 


fre Q (x) dx 


la valeur de la somme 


In 


Zion ÿn = 1 Q(2,). 


Mais nous verrons dans la suite qu’on peut assigner deux limites 
entre lesquelles cette erreur est comprise, ce qui est trés important 
dans les applications. 





à, Avant d'aborder cette question, arrêtons nous sur quelques 
cas particuliers de la formule (1) remarquables à cause de leur sim- 
plicité. 








a) Posons dans la formule générale à 

Pico, LES 
| [ f(y) dy 
| AC 
is : ae 
= NN Rest a—=—1, b—=+I1 
nous aurons 
+ 1 
& we dy EE T & 24 Ha ë 
re MI MN Vel 2 (Vs 1) 
6 — 1 | : 
- 2 Se T a T 
je | | DA rise 1 Tue D 1 
LE MINCE = Rue 
ARE. 

Il est facile de voir qu’en posant z — Cosw, on a SEE 2 
0, (2) = Cos na. 
7 + x En effet, cette fonction vérifie les équations de définition : 
: EL à 
6 . PT RÉ 
À J free an = 0, pour 10: ï; 2,...(n—1) 
ES mr Eee | 
ou 
RE T 

Je. (Cos o). Cos’ o do = 0 

À car 
4 T ) 
Ë Joue Cos’o dw — 0, pour à < n. 





70) 
Les racines de l'équation 
p, (4) = Cosno — 0 
sont données par la formule 


2,= Cos À = #7 j—1, 2. 


, #  — 1 
Posant pour abrégér —— x = «, on aura 
n 


+ 1 





— 1] 
T 
— nSnne Cos © — Cos « 
4 


Cos no — Cos na 


Cos © — Cos « Sin a — 





Un (25) ee Pn (y) dy av Sin & 
Pn' (26) (y — 25) En’ (&5) V 1 — y? n Sin na 


Sin & Cos now — Cos na 
(1) 


T 


Cos no do 
Cos © — Cos & 


= Sin na + 2 Cos o Sin(n — l)ax+...+ 2 Cos(n — 1) w Sin «&. 


Donc 


T 








Pn (£i) n Sin na 


0 
Nous avons ainsi la formule 
+ 1 
free =: _ S D (2) 
se Re 
2,= Cos Tir. 





ALORS JSinne.do= 3 


+ ee « e 


(A) 


AU 


Yn(ei) 
n'(&i) 
propriété est ne pour la fonction f(y) et n’est remplie que 


pour 


Les quantités = sont indépendentes de z, dans ce cas; cette 


fD= = 


es limites de l'intégrale étant — 1 et +1. 
(V. ma note sur les quadratures. Nouvelles annales de math. 








1875). 
-b) Posant 
1Y=VIi-Y 
. On à 
+- 1 
Vi—g dy T UT 
Z2—Y REV Le 2e (se — Vs 1) 
— ] 
_— de ee té 
22 — : AA : 
2+V2— 1 D» — 1 
22 — 


Faisant z — Cos ©, nous aurons 


Sin (n + 1) w 
Pa a — Sin © 


comme 1l est aisé de vérifier; en effet 


+ 1 


“A1 —ÿ 0,(y) 0, _ (y) fs" o.Sin(n+1)00,_, (Coso) do 


LE [cn no 0, _.(Cos wo) do — 1 (n+2)00,_.(Coso)do—0. 


0 0 


. Les racines de l’équation @,(2) — 0 sont données par la formule 


1T DU 
= Vos, i—1,2,...n 





do 


iT 
posant == — «, on aura 


T 





0 





Va (25) __ Sin? & Sin (n + 1) « Sin à — Sin (n + luSme 
| n+ 1) Cosir 


Cos © — Cos « 








RE à T * 9 iT 
= 34150 x) 


Nous avons ainsi la formule 


+ ] 


— 1] 


donnant, comme la précédente un résultat exact, quand @(+) est un 





few ide SG—:0(). Res ie 
1 


it 
RE a 
= Vos 


polynôme de dégré < 2n — 1. 


c) Posant 


On Go) AT Qin° ÎT Es 27 A2 
Pn'(£i) 2n+1 2n+-1 2n+1 ‘ 4 








fo =, | 




















. 2n+1 
Sin 5 
, pour z=Coso 
Sin © 
2 
2it 
ne Cos 2n+-1 











+ 1 
AR à. i=N 
TARDE 
vou - me DU #8)... (© 
CAFE 
247 
2,= Vos 





3, Passant maintenant à la recherche des limites de l'erreur 
dans la formule générale des quadratures (1), nous allons nous 
fonder sur une formule trés remarquable de M. Hermite, donnée par 
lui dans une lettre, adressée à Borchardt et insérée dans le T, 84 
du Journal de Borchardt. 

La formule d’interpolation de Lagrange donne nn d’un 
polynôme entier de dégré n—-1 dont les valeurs pour »# valeurs parti- 
culières de la variable sont égales aux valeurs correspondantes d’une 
fonction donnée. On peut se proposer, plus généralement, de déter- 
miner un polynôme entier D{x) de dégré a + B+y+—...+A—], 
qui satisfasse aux & + 8 +... + À conditions suivantes 


Da) = Q (a), PD'(a)= À (a),...B 0 (a) = A (a) 
D(a,) = Q (a), D'(a) = Q'(a),... BP (a) = QÊT (a) 


+ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 80 0 0 0 ee © ee © © © © + © 


D(a)= Q(a,), P'(a,)=%(a,),... DM (a,)—= QT (a) 


Q{x) étant une fonction donnée, et a,, &,,...@, les valeurs particu- 
 lières de la variable, ou autrement, de construire une courbe para- 


bolique 
y = D) 


qui ait avec la courbe donnée 
y = Q(x) 


un contact d'ordre «— 1 au point a,, d'ordre $—1 au point «,, etc. 
La question est évidemment déterminée et la formule de 
M. Hermite donne l’expression de la différence 


Q (x) — D(x) 


Me de 


sous une forme trés propre pour la détermination des limites de Her 
reur qu’on commet en remplaçant la fonction Q(x) par le polynôme 
D(x) dans le caleul approximatif de l'intégrale 


b 
| f(æ) @ (6) D (0 dx 


et nous verrons que la formule (1) n’est qu’un cas particulier des 
formules qu’on obtient par cette vole. 
La formule de M. Hermite s’écrit comme 1l suit 


Q(x)— D(x) = TT . EU rot] dt ja RE forums (2) 


où 
F(a)=(x— a) (x — a)... (x — a) 


u—=(x—a)i+(a—a)t+...+ (a 


n 1. a) bi, + a 


0 = (y — ) (ls— te: .… T6: +) 
C—=a+B+...+À. 


Nous allons vérifier cette formule, en effectuant les intégrations 
du second membre. 


Intégrant par parties, on obtient 


L ( 
Je t,%—1Q(5—1) (9) er) SE “à 
Jo (1) = y = (ut) dt 
0 0 


où 


D—(a—a,)il,+...+(a 


NT = a) + a 


RQ LR 


En poursuivant le même procédé, on trouve 


SN 8410 (01) (>) 
%— à; 


__(a— 1) #72 Q(6—2) (x) 


Je® (u) (es Le dt F5, LE 


0 


eue re ue Role lens re-e ce ent 


LG I)(@—2..21007T0 un). 
(x — a )* 
où. 


HR G)E RE (ad) Ne (a St a. 


Done, en désignant par A le second membre de la formule (2) et 
posant 


tn (Le 0 Gt) 20, 
Fa=(@—a)...({“—a), F&—=(@—a)#,(x) 


or) Vo) Oo) nt a—1Q (6 (y) 


on aura 


M= she fe es [ 6% (u,) 0 dy — D, (2). (8) 


où 


in 


D, (x) — SL na 10 Je (x) 0, dt, 


0 


désigne, comme on voit, un polynôme entier en x de dégré o — 1. 
-L’intégrale multiple dans le second membre de la formule (3) 
est de la même forme que M, le nombre des quantités a, , a,,...a 
et le nombre d’intégrations étant diminués d’une unité. 


n 


halo 


Nous pouvons appliquer à cette intégrale la même transformation 
et poursuivant ce procédé nous arrivons à la formule 


1 
EN rs 
ner fav, (@ —a,)t,+a, }( Re di, — D, (x) 


0 


(x) désignant un polynôme entier en x de dégré go — |]. 
Or, comme 
1 
A. & 
rat [a tx —a,)t,+ a, (1 — at ‘dé, 
0 


_n —1Q(À—1) 
—Q(x) — Q(a,)—(z—a,)Q'(a,) —.. ne (on OU on) 


RAR TT 


nous pouvons écrire définitivement 
M—Q (x) — D(x) 


(x) étant un polynôme enter en æ de dégré os — 1 — 
a+$B+...+À— 1]; observant encore que AZ contient comme facteur 
la fonction 


F(x)=(x— a.) (x — a,Ÿ ..(@—a,) 


on voit immédiatemment que le polynôme (x) remplit toutes les 
conditions du problème. La formule de M. Hermite est done démon- 
trée. 


4, Nous allons maintenant tirer de cette formule plusieurs consé- 
quences trés importantes pour le sujet qui nous occupe. 


Soit 2e la n°° réduite de la fraction continue que donne le dé- 
veloppement de lintégrale 


" NOM 2 DT cb RE! r ?: SLT vEta NE 720 

@E A CARLA EU Dole DU Mel 

, ! OU de NUE 4 AL des AT, PS AT EE PR = À “Ter 
Fra TR de LE DE RE ARE ES A 

= É ce “ ; 





SAT 


5 29e. 2, les racines de l’équation 


D, (2) ar 0 ? 


et Q(2) une fonction quelconque de 2. 
Posons 
De) = Be) +9,()0, ,() 

où | 


i=Nn 


Pn (2) y 
Be) = D Lo (z;) 
ED À 


et 4,_.(z) une fonction entière de dégré n — 1. ®({z) est un poly- 
nôme de dégré 2n — 1 satisfaisant évidemment aux conditions 


D(a)—Q(), i—1,2,...n: : 


quand à la fonction @,_.(2), on peut la déterminer de sorte que les 
quantités #,, 4,...2, deviennent racines doubles de l’équation 


D(a) = Q (2 
c’est à dire qu’on ait aussi | 
CE RNA ES PR 
Remarquant dans ce but que | 
D'(e) = D (&)+ 0, (8)@% () 


. . œ 0 . 
on aura pour déterminer la fonction ©, (2) les » équations sui- 
vantes 

Q'(2) — Dj (8) : 
$ PC TD LEA > nl DS 


et la formule d’interpolation de Lagrange donnera 


a 


i—=n 
On (2) 
GROS De ente) nd. 
2—] 


° vi … de 
ab ae CCS 


D SR 


EE age 


ENT AUS 


Cela posé, appliquons la formule de M. Hermite, en y faisant 
D en he OHEREU | 


Q (2)—D(2)=[(2—-2,X2—2,)...(2—2,) Ja, je | QC (u) Gdt, 
0 0 0 | 


où 
u—=(2—2)l+(a—2)h+... +, _.—2,)i+2, 
O=(t—t)(t5— 6). ..(1 —6,): 
Supposant que la variable z reste entre les limites a et b, obser- 


vant que # reste évidemment toujours entre la plus petite et la plus 
grande des quantités z, Z,, ,...2,, nous pouvons écrire 


(DE RER SR (4) 


& désignant un nombre imtermédiaire entre a et b, et le coefficient 
de z” dans l’expression de ©, (2) étant supposé égal à l’unité. 
Or, d’aprés la définition de ©, (+), on aura 


b b Fa 
| D (2) f Ce) de = AO = Lie DO (2) 


Done, la formule (4) donne 


b d 








| o(:)f ou=S a op + 20  LCICLE (5) 
a e a 


Cette formule, donnée pour la première fois par M. Markoff 
dans son ouvrage ,Sur quelques applications des fractions continues 
algèbriques® (en russe) St. Pétersbourg 1884, fournit l’expression du 
terme complémentaire de la formule (1) des quadratures approxima- 
_tives. Elle montre que l’erreur qu’on commet, en prenant la somme 





ER 
Ÿn (z5) 
2 ent) à E) 


Dre » 2407 + 


ON es 
pour la valeur de l’intégrale 
b 
| Je (2) f(2) de 
a 


est comprise entre les deux nombres 


b 


| b 
me, (2) fe) de et fes (2) Fe) dé, 


(47 (a 





M et m désignant la plus grande et la plus petite des valeurs que 
prend la dérivée d’ordre 2n de la fonction Q(2), quand la variable z 
parcourt l'intervalle de & à 0. 

Les considérations exposées ei dessus montrent qu’on arrive à 
la formule des quadratures approximatives (1), en remplaçant la 
courbe donnée 

y = Q(x) 


par une courbe parabolique d'ordre 2n — Ï 
y = B(x) 


ayant un contact du premier ordre avec la courbe donnée dans # 


points, dont les abscisses 2,, ,,...2, sont racines de l’équation 


o,(2) = 0, pour laquelle on a 


s É 
| | f(2)9,()0,_,() de = 0. 


C’est en vertu de ce choix des points du contact que l’intégrale 


D 
Jos 





PO) rt 


s’exprime par les quantités Q(z,) seules et que les termes, dépendents 
de Q(+,) disparaissent dans l’expression approchée de l'intégrale. - 


5. Considérons encore le LEE auquel on arrive, en rempla- 


gant la courbe 
y—= Q(x) 


par une courbe parabolique d'ordre 2n — I 
y = PB, (x) 


qui coupe la courbe donnée aux points a et b et la touche en n —1 
points z,, ,...2,, dont on pourra disposer de la sorte que dans ce 
cas aussi les termes en Q'(2,) disparaissent dans l’expression appro- 
chée de l’intégrale. 

Posons 


p(2) —(z—a)(z —b)(z æ me in Pete) 
P,(e) = D, (€) + 998, (0) 


i=N 


20= Ve 0 (85) 


20 


en posant 4,= 4, 2,— 0. 
On aura 
P, (2,) = D, (2,) = @ (2,). 


Disposons ensuite de @,,_,(2) de sorte que 4,, 2,,.. 2,_, de- 
* viennent racines doubles de l’équation 


Be) = Q (2) 
c’est à dire, qu’on ait 


Dj (e)=Q'(2), i= 1, 2,...(n—1) 


ce qui est toujours possible et suffit pour déterminer &,,_,(2), comme 
nous avons vu dans le cas précédent. | 





y pr #5 
RAT RE le 


mm O1 = 


Quand aux quantités 2,, 4,...2, , nous pouvons en disposer 
de manière à avoir phare & 


ro (2) 0 0 de — 0 


ce qui donne pour ae ja expression ee | me 
o(2)—( — a)(2 — D) W Lre(ehar te 25e32.(0) 
.() ns le dénominateur de la (n —- ce réduite dans le 


Es de 
b 


fuu—-ab—-y 
Cr 


œ 


en fraction continue et supposant le coefficient de 2" dans W,_ (+) 
égal à 1. La formule de M. Hermite donne ensuite pour toute Va- 


leur de z entre « et b 
O(2n) 

















Q (2) — D, (2) = PGO res sb. 
Or | 
Mr | | sn 
| D, (2) f(e) de = | GDF (= 
= 
: où | 
fur ON dy. 
Donc 
Sp e. 
HE 
2 E frue-ne-nm, 8 (7) 
.@—=0 


la fonction œ(z) étant donnée par la formule (6). 


D 


6, On aura encore deux formules analogues, en considérant les 
courbes paraboliques 


— D, (x), y— B3(x) 
d'ordre 2», ayant avec à courbe donnée un contact du premier ordre 
en # points 2, #,...2,, dont on disposera convenablement et la 


coupant en outre nu au point & ou au point b. 
Posons en premier lieu 


pe) —=(2— a)(s — 2). ..(8 —2,) 


BE Done Eh 00 


D, (2) = D (2) + p(2)0,,_,(); 


déterminons © 6. _ (à de sorte que 4, &,...2, deviennent racines 
doubles de l’équation 


’ 


D, (2) = Q (2). 
Disposons de z,, z,,...2, de manière à satisfaire à la condition 


b 


Je (2)f(e) 0, _,(@)dz = 0 


œ 


ce qui donne 


p(z)— (#— à) RO ee Rire ta (8) 


U, (2) désignant le dénominateur de la n° réduite dans le dévelop- 
pement de l’intégrale 


avec le coefficient 1 du terme en 2”. 





daté 11 NE 


Posant, comme plus haut 
p (a) -fr D) nr pee ms 4 


eb appliquant la formule de M. Hermite, on aura 


b 
Je (2) f (e) de — 


| + RQ (e)+ safran no (9) 





er 


En raisonnant d’une manière tout à fait analogue, on trouve, en 
posant | 


Del (2-0) Pa) ss Re (10) 


V,(e) — désignant le dénominateur de la n° réduite is le déve- 
loppement de PURE 
f (y) @ — y) 
= dy 


avec le coefficient 1 du terme en 2”, et 


D (2) = -| FRERE 


Er 


6* 


la formule suivante 





b 
Î Q (2) fe) de = 
à i=n+1 ë 
D er ED + robes D fe — 0 Fe (à) de. (11) 


PRE nm DA! Se QE 


7. Les formules (5), (7), (9), (11) mettent en évidence les 
quatres inégalités suivantes, données par M. Markoff dans l’ouvrage 
cité plus haut. 

Dénotant toujours par d(2) la fonction liée à o(z) par la formule 


ÿ(@) -fros (y) 2880 y 


et conservant les notations précédentes, on aura 
1) Posant 


PO = REG — 6). (e—4,) 
D A 
| Q(af(ade> D “ TRES RAS (D) 
9—=1 


(47 





si Q(2) > 0, pour toutes les valeurs de z entre a et b. 
2) Pour 


pE)=(G—a)e-0W, ,G@=(t-4)Ee—-2)...(6—2,) 





2 =" 
Je (2) f(e) de < SO (e) RER (I) 
i—=0 
/ | 








CRT EE 


sous la même condition 
OM (2) 0, pour a L4 € 0. 


Les inégalités I et IT se changent en égalités, gene Q(z:) est 
un polynôme entier de dégré < 2n —1. 
3) Pour 


PE — 0) UE) = G—4) (4)... —2,) 
b 


Je (2) fe) di > See RON SRE CAE RENE Cl (III) 


œ 





Zo—= (4A 
sous la condition 2 
OP (DE 0, * pour & ce AU, 
4) Pour | 


GED EG 2)... 2) 
b 





i=Nn +1 
[e (2) fe) de < 2 mo CA DENe (IV) 
PE 


sous la même condition 
ON DE ON a a b: 


Les mégalités III et IV se changent en eus quand Q(2) est 
un polynôme de dégré < 2n. 


8, Il importe de remarquer que les coefficients de Q(z,) dans 
toutes les quatre formules précédentes sont des nombres positifs. 





Le pus 


À l’égard de la formule I cela résulte du théorème 4, ch. I; dans 
la formule IT, nous avons 


(o —y) Wn_1 (9) 
or PE (a) dy =fro ( — 4) Fa a) dy ; 
b( (y — à) Wn__:1 (y) 
fret 6 — a) Wa 6) 17: 


Ces nombres sont positifs, en vertu du théorème 6, ch. I; nous 
avons ensuite | 





ÿ (25) er à 
= jose 2ÿ— à) (Oo — 25) (y — 25) W'n_1(#5) dy; 


p' (25) 


ce nombre est positif, comme on le voit d'aprés Le théorème #, ch. I, 
en y changeant f{y) par {(y) (y — a) (b—y) et remarquant que a <<z,<b. 

On se persuade de la même manière, à l’aide des théorèmes 4 et 
5, ch. I, que les coefficients dans les formules LIT et IV sont aussi 
positifs. 


9. Nous donnerons, en terminant ce chapitre, les expressions 
explicites des polynômes (2), D,(2), D,(2), D.(e) dont nous nous 
sommes servis en établissant les formules des quadratures appro- 
chées, en laissant les quantités z,, &,...2., racines doubles des 
équations 


D(=Q(:), D(—Q(e), ete. 


tout à fait arbitraires. 

Tous ces polynômes s'expriment en par les quantités 
Q(z,), Q'(2,) et la manière la plus simple pour arriver à leur expres- 
sions explicites est de prendre pour point de départ la formule d’in- 
terpolation de Lagrange et de rechercher la limite de la somme de 
deux termes, en faisant tendre vers zéro la différence entre les MÈLES 
racines correspondantes. 





on aura 


ES 87 — 
Aïnsi, pour avoir l’expression du polynôme ®(2) . dégré 2n— 1, 
satisfaisant aux conditions 
D()=Q(:), D(4)—=Q/ (2) 
pour è— 1, 2,...n, nous l’écrirons sous la forme 


IN 


D(e)= Lim. env 306) + etat 2(4)] (19 


pour z,—6,, où 


& (2) = (2 — 2) CSC fie; 
Posant 
ste, (6) —(—2) (6 —%) 4 (0) 


o (2) = — €, (4), o EU 4 CD ie 
Q(É)—=Q()+eQ (2) +.. 


En substituant ces expressions dans la formule (12) et passant 


. à la limite s — 0, on trouve sans peine 


in 


D (2) — ne (1 —( CEA Fa (s) 





i—=1 


J=n 


> Dune — 0 209) 





Or, à la limite 
@= (22) 
où 
pP—=(z— 4) — 2). ..(e—2,), 





= O0 


dônc-®° : AO HE EE AR 
PE) =? (2) 
LL be)=?()9() 


et la formule précédente donne 


12 


i=N 


2Q= Dre lotte la) 


+ Et CRAN ARENA (13) 


On trouve de la même manière pour le polynôme ®.(2) de dégré 
2n — 1, satisfaisant aux conditions | 


D, (a) = Q (a), PB, (b) — A () 
P, (2,)— Q (&,), D, (,) eu (4,) 
. pour = Î, 2,...(n — 1), l'expression suivante 


i=n—1 


Dale ti-e-15)ete-2)0/ 0] 


+lehvol i20+ nl 20 (9 











où 


p(z)—(2—a)(z — 4)...(2 —2 (z — D). 


n—1) 


Enfin, le polynôme ®,(2) de dégré 2n, satisfaisant aux con- 
ditions 
D, (a) = Q (a) 


B,(&) = Q(c;), D, (2) = 0” (2) 


.n, aura Pexpression 


Ne 2 


O(2)+(8—2, O2) (15) 








Chapitre V. 


Sur les valeurs limites des intégrales. 


1. Dans un mémoire, inséré dans le ,Journal de mathématiques 
pures et appliquées de Liouville, 1874“ M. Tehébicheff révéla une 
question sur la recherche des valeurs limites des intégrales qui peut 
être enoncée de la manière suivante: 

Etant données les valeurs des pu + 1 mtégrales 


b : 


b b 
fr (y) dy, fr (y) ydy,. [rs (y)y° dy, 


(7 


f(y) désignant une fonction inconnue, continue ou discontinue, assu- 
jetie seulement à la condition de ne pas devenir négative entre les li- 
mites a& et b, 1l s’agit de trouver le maximum et le minimum de la 
valeur de l’intégrale | 


Jr (y) dy 


æ étant un nombre quelconque donné, compris entre a et b. 

En généralisant encore la question, on peut demander, en conser- 
vant les mêmes données, de trouver le maximum et le minimum de 
l'intégrale 

Ÿ X 


Je (y) f (y) dy 


a 


\ 





_ @(y) étant une fonction donnée quelconque, continue entre les limi- 
tes & et b, et assujétie à quelques restrictions concernant les signes 
de ses derivées des différents ordres 


Q (y), Q'(y), Q”(y),.. QT (y), pour a < y < b. 


Cette question a été résolue pour la première fois par M. Mar- 
koff dans l’ouvrage cité plus haut. Nous allons exposer ici la solu- 
tion de cette question, en conservant au fond les mêmes principes sur 
lesquels repose la résolution de M. Markoff, mais en simplifiant les 
démonstrations et l’exposition des résultats définitifs, à l’aide des 
considérations exposées au ch. I. 

Comme la fonction f(y) peut être discontinue, nous n exclurons 
pas du système des valeurs de l’intégrale 


æ 


| Q (y) f (y) dy 
a END 
parmi lesquelles il s’agit de rechercher la plus grande et la plus pe- 
tite, celles qui correspondent à la supposition que f(y) soit égale à O 
pour toutes les valeurs de y entre a et b, à l’exception d’un certain 
nombre fini de valeurs 4, 4,,...4,, pour lesquelles (y) devient 
_ infinie de la sorte que | 
, Li TE 
do. dy=M,, pour e— 0, 
Re 
M, étant un nombre fini positif. 
La valeur correspondante de l'intégrale 
x 


Jewrwa : 


a 


est alors représentée par la somme 


Q(x)m+Q(r)m,+...+Q(x,)m, 








"2 


Bi Case + ©, étant celles des quantités x,, &,,...4%, qui ne surpas- 
sent pas x. : 


l’intégrale 
b ne 
| fr Qu) dy 
& , 


comme masses des points situés sur une droïte AB et les diverses va- 


leurs de y comme distances de ces points à un point donné O, en fai- 


sant correspondre les points À, X, B, aux valeurs 


Les données du problême . 


b b b 
A [ro dy, = Jrovas 0, = fra dy 


seront alors la masse de la droite AB et les moments des divers 


ordres de cette masse, en convenant de comprendre sous le nom de 
moment d'ordre k de la masse d’un système de points rangés en 
ligne droite, par rapport au point 0, la somme des produits de la masse 


de chaque point par la #*° puissance de la distance de ce point au 


-point 0. 


Dans le cas de Q(y) = 1, c’est donc le maximum et le mini- 


mum de la masse 
4 HH 


| F9) dy 


(#1 


du segment ÀAX qu’il s’agit de trouver. 


Pour abréger le langage, nous considérerons les éléments de 


+ 
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2, Indiquons, avant d'entrer dans les détails de la recherche, la 
marche que nous aurons à suivre. 

Figurons nous qu’on ait concentré la masse de la droite entière 
AB dans un certain nombre de points isolés, parmi lesquels se trouve 
aussi le point donné X et proposons nous de déterminer les distances 
Lan, Le « 2, Àe ces points au point Ô et les masses correspondantes 


M, Moy » e My, 


de la sorte ae les données du problême EAN a valeurs, 
c’est à dire qu’on ait 


k + 
Dore | fo) dy= a, 
À : (22 
ms frroa—e 
Jk F 
(4 


x mal =|# F0) dy = a. 
Le | 


Parmi le nombre infini de ces concentrations nous ne considére- 
rons que celles, où le nombre des quantités inconnues x,, #”, est 
égal au nombre des équations de condition. 

Nous étudierons ensuite les conditions de possibilité de ces con- 
centrations et nous donnerons les valeurs de l'intégrale 


_ 


TX 


Jooroa 


a 


qui leur correspondent. Nous démontrerons enfin que ces valeurs sont 
précisement les maxima et minima cherchés. 


COR NET TE CR ST D AC ATV ete 2 RE AE R R de et ANS A RS ES AT gt M ARE INT ES 
DR RS D RE PS CT RE DR 0 AN ND 
à REP ATERES (de RER RES Ur SR er PASS FE Cr Te DRE Al ME NES RO RE EN OT TRS: 


PO 


Nous allons distinguer deux cas du problême; dans le premier le 
nombre de données est impair, dans le second — pair. 


SL CUS, L— 2m. 
Te données sont 


b b b 
= [rt dy, a= Jura, a, = | y" 1 (y) dy 
œ (a 


a 


en nombre impair 2n + 1. 

Il est facile de voir que dans ce cas 1l n’existe que deux concen- 
trations pour lesquelles le nombre des inconnues est égal à celui des 
équations de condition, savoir : 

1) La concentration dans le point X et dans n autres points, où 
les inconnues sont la masse du point X—», et les 2x quantités 
m,, æ, Qui déterminent les masses et Les distances des » autres points, 
en tout 2n +1 imconnues qu’on trouve en résolvant le systême de 
2n+1 équations 


2) La concentration dans les trois points 4, X, B (y—a, y—x, 
y — b) et dans n— 1 autres points, où les inconnues sont les mas- 
ses m»,, m,, M, des points À, X, B et les 2n—2 quantités M,,%, 
qui déterminent les masses et les distances des autres points qu’on . 


trouve en résolvant le systême de 2-1 équations 


n—1 
k ke Rs 
a M, + % m,+ D x, M, A}, AD ae ol pa 
1 


SD, 1,2 00h 


IT cas, p— 2n —- 1. 


PS Rgedse 


Les données sont 


b b 


b 
Joue ford... |# "ro. 


(4 œ 


en nombre pair 2n. | 
Les seules concentrations, où le nombre des inconnues est égal 
à celui des équations de condition sont ici: 

1) La concentration dans les points À et X (y— «a, y—x) et 
dans »—1 autres points, où les inconnues sont les masses m,, m, 
des points À et Xetles 2n —2 quantités m,, x, qui déterminent les 
masses et les distances des autres points, en tout 2 inconnues qu’on 
trouve en résolvant le système de 2» équations 


n—1 
k k Ro 
(4 A mn, + un nm, + D X, UPS Œy, + +. + © + « oe (3) 


1 
k—0, 1, 2,-..(@n—1). 


2) La concentration dans les points X et B (y—x, y — b) et 
dans #— 1 autres points, où les inconnues sont les masses », et m, 
des points X et B et 2n—2 quantités »,,x, déterminant les masses 
et les distances des autres points, en tout 2n inconnues qu’on trouve 
en résolvant le systême de 2n équations 


n—1 


k k RAR 
dm, + 0m, + Du ES US (4) 


RQ ont. 


Pour que ces concentrations soient possibles, il faut et il suffit que 
toutes les quantités æ,, vérifiant les systêmes d’équations correspon- 
dantes, soient comprises entre les limites & et b et que tous les nom- 
bres »,, m,, Mm,, M, SOlent POsItifs. 

4, Résolution du systéme (1) et conditions de possibilité de la 
première concentration du premier cas. 


LE DE lee AN NP ER AE ANR + 


00e 


Soit o(z) une fonction entière de z de dégré n +- 1, satisfaisant | 
aux conditions 


@) —0, Jroeu 6. (pdy=0........(#) 


qui la détérminent, à un facteur constant prés, au moyen de Go 
Use e + Lop 

Nous savons d’aprés le théorème (2) généralisé du de I que 
toutes les racmes de l’équation 


p(2) — 0 


sont réelles, inégales et que de toutes ces racines il n’y à qu'une 
seule qui puisse tomber en déhors des limites a et b. 
Désignons ces racines par 


T, Y;, Las e 4 


2 n 


En désignant par Q (y) une fonction entière de dégré <2n, on 
aura par la formule de Lagrange 


n 


00 = 5e 00 + D os QG) + 9 (W) 8 (9), 
1 : #3 = 


O (y) étant une fonction entière de dégré <n—1. 
Intégrant entre les limites & et b, aprés avoir multiplié par 
f (y) dy, 1 vient, en vertu de l’équation (x) 


b 


[ecroar = o( 


a 


E . 








OÙ 


d (2) ja OÙ y < eP?E — e) dy IN EN SRE (æ) 








PE Se An 
Posant successivement 
Q (y) a F, Y; ,. . Y” 


on aura le systême d’égalités 


ñn 


ù | 

k 7, |  kŸ (x) NT 4% (&) 
] FO = re + 2% de) 
(27 








ji: 
= 0, 1, 2...9n 


qui, comparé avec le systême d'équations (1), donne les valeurs sui- 
vantes des masses inconnues 








Les quantités «, se déterminent comme racines de l'équation 


2 0, 
& —X 


Il est trés facile d'exprimer la fonction © (2) par les données du 
problême. 
Désignant, comme plus haut, par 


U,(e), V,() 


respectivement les dénominateurs de la n°° réduite dans les dévelop- 
pements en fraction continue des intégrales 


b b 
free fes=nv 
2—Yy  ? Z2— 
œ œ 
on satisfaira évidemment à la condition (x), en posant 
p(2) = A(a—a) U, (2) + Be — 0) V,(d....... (B) 


À et B étant imdépendentes de z. 





papes 


La condition œ (x) — 0 donne ur pour È rapport des con- 
EME À et B 


SU de TON: LULU, 
(@— 0) Vh(t) (x — a) Un (x) 


Donc, on pourra poser 


D (2) — da Ia 
@— «0, (@—0) Ve) 


Les fonctions U, (2), V,(2) Que être calculées à l’aide des 
quantités &,, &,,...@,,; Sans qu’on connaisse la fonction f (y), comme 
nous avons déja remarqué ou #° 11 ch. I. ù 

La fonction 4 (2) peut évidemment s'exprimer par les mêmes quan- 
tites, la fonction o(y) étant connue, comme on voit d’aprés le An | 
de définition (æ’). 

En passant à la recherche des conditions de possibilité de la 1° 
concentration, c’est à dire des conditions sous lesquelles 


1) tous les nombres #, sont compris entre a et b, 
2) tous les nombres »,, m, sont positifs, 


convenons d’abord, pour plus de simplicité, en introduisant dans nos 
calculs les dénominateurs des réduites des diverses fractions conti-. 
nues, de faire le coefficient du terme le plus élevé de ces fonctions 
égal à l’unité ou à un nombre positif quelconque. En vertu de cette 
convention, que nous retenons pour tout ce qui suit, en nous rappe- 
lant que toutes les racines des fonctions 


PC) De), V,(e), W,() 


sont comprises entre les limites «& et b, nous aurons toujours des ré- 
sultats positifs en substituant la limite supérieure b au lieu de Ja va- 
riable z dans toutes ces fonctions et un résultat de signe (—-1)" en y 
substituant la limite inférieure a. | 
Cela posé, on voit que pour satisfaire à la première de deux con- 
ditions enoncées ci-dessus, il faut et il suffit que les quantités 


et # 26 








soient de même signe, car alors la seule racine de o(2) qui pouvait 
tomber en déhors des limites a et b, tombera nécessairement entre 
ces deux limites. 


Or, d'aprés la formule I-a 


(— 1 pa) =(— DT (x — a) (0 — a) V, (a) U, (x) 
PO)= (@ — 0) @— 0) U, (GP, (x). 


Done, observant que pour à < x < b 
(@—D)(@ — a) U,(0) <0 
(1) (&— 4)6— a), (a) <0 


on voit que (— 1}! 


nombres 


œ(«) et p(b) sont de même signe, quand les 


à On () et W,(x) 


Sont eux mêmes de même signe. 


Quand à la seconde condition que »,,,m, soient positifs, on voit, 
d'aprés le théorème 4 ch. I géneralisé, qu elle est satisfaite par nt 
même. Done, l’unique condition de possibilité el la E concentration 


du I cas consiste en ce 


U,(&). et V,(&) 


soient des quantités de même signe. 
En la supposant satisfaite et désignant les ragines de ?() ran- 
gées Suivant l'or dre de leur grandeur par 


née. Kat LL TL LU, , RENTREE 


nous aurons pour les valeurs de l’intégrale 


Jr (y) Q (y) dy 


7% 











ë de. he DES NL 
res 
étendue sur le segment AX, les formules 
(x) (æ) 
Tj d (æ | 
fr (y) Q (y) f (y) = 2: ES a6)+Y2 0) Free (A) 
ou | 
x 
Joe (y) dy = 3e ORNE Paie. (B) 
a 


selon qu’on rapporte le point X au segment AX ou au segment XB 
de la droite AB. 


3, Résolution du système (2) et conditions de possibilité de la 
seconde concentration du premier cas. 

Composons une fonction entière de dégré n + 2 

p(2)— A,(2— a)(z—0D)(e—x)(e —2,)...(—x, ) 
satisfaisant aux conditions 


p(a) = 0, p(b)—0, p(x) — 0 
et 


| fee, .(gdy—=0............ (y) 


Pour toute fonction Q (y) entière de dégré < 2» on aura, comme 
précédemment, la formule 


b 


Je (y) 1 (y) dy — 


(1 








D b 
Q (a) + O0) En + (0) LE 


(æ) 
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où 
b 
D (2) — | fo) 2 DL ay. 
(47 


Posant successivement 


O (y) = 1, Y; Ye . AS 


on obtient un système d’égalités qui, comparé avec le RE (2), 
donne les expressions suivantes des masses 


M = my +0 m0 m, = * Gi) 
@ ZX 


p'(&)) 5 px) 





Les quantités x, se déterminent comme racines de l’équation 


(2) à 
PEN NP ONCE end 


La fonction @(2) s’exprime facilement par les données du pro- 
blême; en effet, posant 


p(e)= (2 — a)(e — b)o (x) 


on aura, pour déterminer la fonction entière w(z) de dégré », les équa- 
tions 


Jr (y) — a) (0 — y) 0 (y) 9, (y) dy — 
© (t) — 0. 
On satisfaira à la première, en posant 


(2) = AU, (2) + BV, (2) 


et la seconde donne 
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Donc, on pourra prendre 


U,(&), V,() 
pe) = (&— a) (8 — b) 


D,&). V,@) 








_ Toutes les racines de w(z) sont réelles, inégales et iln’y a qu’une 
seule de ces racines qui puisse tomber en déhors des limites a et b, 
ce qui suit du théorème 2 généralisé du ch. I et ce qu’on peut d’ail- 
leurs vérifier directement en ayant égard à la distribution des racines 
des fonctions U, (+), V,(2) établie par le théorème 7 du ch. L | 
Passant à la recherche des conditions de possibilité de la seconde 
concentration, on voit facilement qu’elles se réduisent aux conditions: 
1) que (—1)"o(a) et w(b) soient de même signe, ce qui entraîne 
comme conséquence que toutes les quantités %,, %,,...%, , 80 trou- 


n 


vent entre Les limites a et b, et | 4 


2) que AG) et ÿ () 


p'(a) pb) 
rt Ti ne pouvant être a en effet, désignant par x, une 


racine quelconque de w (2) (sans exclure la racine x), on aura 





“les autres quantités 








sl œ (y) A a) —y) _ w(y) dy 
fi TV EU AU Dr Josh 28 


et appliquant le théorème 4 généralisé du ch. I, en " enr 
f(y) par f (y) (y—a) (b— y), on vort immédiatement que © es a 0. 
Remarquant que 
(— 1)" 0 (a) = ee (a) + BV, (a)} 
© (6) = AU, (b) + BV. (b) : 





et que Fe 
(— 1) 7, (a), (— DU, (a), U,0), V, () 


Sont positifs, on voit que la première de deux conditions, enoncées ei 
dessus, est satisfaite quand À et B ont le 1 même signe, € "est à à dire, 
quand 

U, (x) et (x) 


sont de signes différents. 


RARE D 
RE 








y @ | cer RE 2) 
'(a) — |r0) (y — a) (a) dy = [fe Df 0) dy 


b— a) (AU, (a) + B Vy(a)) 


+ 


joe ()-+ B Va ( 0 ay 


En ayant égard aux équations 
Jrou-o0,ou=0, froe-nr,o 
4 ETS Frs RS Le 


on réduit l’expression précédente à 





War De 4 Fire 
D cer MEN aff (y) U, (y) dy 


ou enfin 
L 





Es 

on) 2 Pr) (9) Un (a) 
À PS 

œ 


Appliquant _. théorème 5 ch. I, on voit immédiatement que 


> 0, quand © D Le c'est à \ dire quand 


œtt AG) et V. (x) 


_ sont de signes différents. 


On verra de la même manière que ? Re O0 sous la même con- 





0 
dition. Done, l’unique condition de possibilité de la seconde concentra- 
tion du I cas consiste ence que U,,(x) et V,(x) soient de HEUE dif- 


férents. 


A ENS nn Si MR EE PROPRES ETS 


10 
Cette condition, comme on voit, est directement opposée à la con- 


dition de possibilité de la première concentration. 
Les valeurs de l’intégrale 


x 


/ Je (y) (y) dy 


@ 


correspondantes à la seconde concentration, sont données par les for- 
mules 


x 











k 
| 0 d= 0 (0 0+ NE (x) +580 (a). .(0) 
l 
ou 
euros 00} Sitioc) Ds (D) 


selon qu’on rapporte le point X au segment ÀX ou au segment XP, et 
AE 


désignant celles des racines de o(z) qui ne surpassent pas x. 


6. Résolution du systéme (3) et conditions de possibilité de la 
première concentration du IT cas (u = 2n — 1). 
Composons une fonction entière de dégré n + 1 


pa) = A,(z— a)(2 —x)(2—%,)...(8—x 


n—1) 


satisfaisant aux conditions 
b 


DE 0 00 ] D PEN UE 









Lg ab Re PORT PUR  <S MAL UE RS, LAS 
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Posant, comme plus haut 


y—2 


vu=Jrontste Re 


on trouvera, absolument comme dans les cas précédents, que les mas- 
ses inconnues du système (3) s’expriment par les formules 


Va) te) © va. 


@ (a)? x (x)? "6 p'(x) - 





et les distances x, se déterminent comme racines de l’équation 


(2) | th 


(2— a)(2— x) 


Posant 


p(#) =(2— à) w (2) 


on aura, pour la détermination de la fonction entière w (2) de dégré n, 
les conditions 
b 


fre (2 — a)w (2) 0, _,(e) de = 0 
(44 : 
Oo (x) — 0. 

On satisfaira à la première en posant 


0 (2) = 49, (2) + B(2—0)W,_.(e) 


®,(z) désignant comme toujours le dénominateur de la n°° réduite 
dans le développement de l'intégrale 


b 


je 
LU 


(12 





et W,_,(e)— le dénominateur de la (n—1)" réduite dans le déve- | É 
loppement de l'intégrale Le è LT 


b 
frussss y) dy 
2 —7y 
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en fraction continue. 
-L’équation w (x) — 0 donne ensuite 


AE RL B 
(— x) Wn_: (x) Pn (%) 





. en sorte qu’on peut prendre 


EE AR CR 
A Pan Pa / à A RTE Ne Cr es à 
7 | e,0 «57, © 


Les fonctions p,(2), W,,_.(2) dune être calculées à l’aide des 
données &,) &,,..-œ du “problème, comme nous avons remarqué 
au #° 10 du ch. I. | st 

Les conditions de possibilité de cette concentration se réduisent, 
comme il est facile de voir, aux deux suivantes: 

1) que CT 1)” (a) et © (b) soient de même signe, 


2) que 2 soit >> 0. 
La mine est satisfaite quand 


Pr (G@) se, W,,:@) 


_ sont des quantités de même signe, comme on voit d'aprés l'expres- 
sion même de o (2). 


Ensuite, on a 


2n—1 





F ge O y — An DE EANe 1 () 
Fe af y) = a (4) dy Joss = F6 — à An BED, 0 





même, quand 





Jose 


il vient | 


; b 
Ÿ(G)__  — BE Wn-i(a) @) 
pa) — re frac ne n—1.\ D): 


L'intégrale d second membre étant positive, d'aprés le théorème 
6 du ch. I, et æ,(a) et W,_.(a) étant de signes contraires, on voit 





que le nombre A est positif quand À et B où, ce qui revient au 


p,(@&) et W a 


n 


sont de même signe. RS 


Aïnsi, l’unique condition de possibilité de la première En 


pe tion du IT cas consiste en ce ie 


d 





 e@ à W,_,(@) 
soient de même Signe. 
En désignant par 


DEL de De CU jo 0 TR 


les racines de l’équation 


p(e) — 


» 


rangées suivant l’ordre de leur grandeur, on aura pour les valeurs 
de l’intégrale 


| 0 ()f(p dy 


(a 


L=nTUSTee 


correspondantes à cette concentration, les formules 


x 


























| Q (nf (o) dy = PQ (a+ D O (x) +000). () 
11 
ou 
feorma=3t jeun) 


selon qu’on rapporte le point X au segment AX ou au segment XB. 


4. Résolution du systéme (4) et conditions de possibilité de la 
seconde concentration du II cas. 
Considérons une fonction entière de dégré n + 1 


(2) = A,(e—0)(2—x)(e —x,)...(e—x%, ) 
satisfaisant aux conditions 
p(b)=0, p(x) = 0, frost 0, _,(@) de = 0 ....() 
Posant, comme e1 dessus 


vo frustst à 


on trouve de la même manière, comme dans les cas précédents, pour 
les masses »,, m,, m, les valeurs 


___ Ÿ (&), 
M (x)? 
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La fonction o(z2), comme on s’assure aisément par des considé- 
rations analogues à celles dont on se servait en traitant les cas pré- 
cedents, aura la forme 


où 
© DE = A9, (e) RUB (aa ) 
AE ON SE M 72 
(@ — à) Wy__1 (x) Er — Pn (€) 


d’où 1l suit qu'on pourra prendre 


o(2) = (2 —b) ne IC 


or (x), GE a) W n—1 (&) 


Les conditions de possibilité de cette concentration sont: 
1) que (— 1)" o(a) et w(b)—soient de même signe, 


Ÿ (b) 
2) que 90) soit > (0. 


La première est satisfaite quand - est >> 0, c’est à dire, quand 





o,(x) et W, (x) 


n—1 


sont de signes différents, et sous la même condition se sera > 0, 


car 


(b) 
b BP Wisit Wa 
-frostar ge An RE five (y— RU) ed dy 
(47 


est positive pour LE O0, d’aprés le théorème 6 du ch. [. 


Ainsi, l’unique condition de possibilité de la seconde concentra- 
tion du IT cas, consiste en ce que les quantités 


œ,(x) et | Pr tt) 


soient de signes contraires. 





Cette condition est directement opposée à la rs de possi- 
bilité de la première concentration du même cas. 
Les valeurs correspondantes de l’intégrale L 








Jeuroa 
sont ici 
æ L ; | 
Jour u= Ye e)+28 00 … 0) 
ou 
| Q (y) f (y) dy =D ee ONE che (H) 
| 1 : sas 


selon qu’on rapporte le point X au segment AX ou au segment XB, 
Di, Le + .@, Aésignant celles des racines de ©(z) qui ne surpassent 
pas æ. 


8, Cas particulier du probléme: maxima et minima de l'inté- 
grale 
D 
Je (y) (y) dy. 


(47 


Avant de poursuivre la discussion du problême général, arrê- 
tons nous un moment sur le cas particulier où 1l s’agit de OU 
les maxima et minima de l’intégrale 


b 


Je (y) f (y) dy 


& 





la limite supérieure étant égale à b, et la fonction Q (y) assujetie à 
la seule condition que la dérivée QT (y) d'ordre égal au nombre 
de données - 


DT b L b 
Ay— | f(y) dy, = |urod, a = [#0 dy 


ne devienne négative entre les limites a et b. 
Il est facile de voir que, dans ce cas particulier, la question est 


complètement résolue par les inégalités I-—TV du n° 7 ch. IV. 


En effet, considérons par exemple l’inégalité I 
b Ne ra 
| Ufydy> SEM) 
1 


a 





pour ae) BU a Le 
pe) = 9, () 


et 2, &,...2, désignant les racines de o, (2). | 
Cette mégalité se changeant en égalité quand Q (2) est un poly- 
nôme entier de dégré £ 2n—1, on aura 








b 
ñn 
k _ Né bd,r LE. 
; Jo f (y) dy — DA pour k—=0;1,2,...(2n— 1). 
d | 1 | | 
Tous les coefficients étant positifs, ces égalités montrent 
que dans le cas d’un nombre pair de données &,, &,,...0,, _., 1l est 


possible de concentrer la masse de la droite AB dans les » points 
RANCE DE ct 
La valeur de l’intégrale 
à | 
| Q (y) f (y) dy 


a 
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correspondante à cette concentration, sera précisement égale au second 
membre de l’inégalité I et cette inégalité elle même montre que cette 
valeur est le #inimum de l’intégrale considérée. 

Les mêmes considérations étant applicables aux trois autres iné- 
galités du même »°, nous pouvons énoncer les résultats suivants: 


Désignant toujours par (2) la fonction liée à œ(z) par la for- 
mule 
b 


= [non 2228 ay 


a 


par Q (2) une fonction quelconque, continue entre les limites @ et b 
et telle que 


QT (270 pour 4€ 20 
et supposant qu’on donne les valeurs 


b 


b b 
= | fo dy a — |y1(y)dy,.. a,= [fond 


a 


f (y) restant positive entre a et b, on aura pour déterminer les ma- 
xima et minima de l’imtégrale 


b 


Je (y) f (y) dy 


(2) 


= les formules suivantes: 


a) u — 2n—] 
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Es 29e + +2, étant les racines de l’équation 


pe) = ?,(2) = 0. 


b 
1=n 
Je WF dyz À 2e (NYÉA CE RÉTRN ASS Il 
1—=0 
a 





293 215 La5e +2, étant les racines de l’équation 


plz) —(2—a)( —0) W,_.(2 = 0. 





b)u—=2n 
b 
fowrnaz Sytac oies PS YNSLTE 
i—=0 


Lo 215 495...2, étant les racines de l'équation 
p(e) = — a) U, (9) = 0. 


b 
i=Nn+1 
| Q (y) f (y) dy < 2 . a as. IV 


a 





Bis &...2,,, étant les racines de l’équation 


(= —0) 7, (9 = 0. 


BE 


9, Les quatres inégalités précédentes, en y posant Q (y) = y 


donnent le moyen d’assigner les limites entre lesquelles on ads 
choisir arbitrairement dans les exemples numériques la valeur de 


PR = |" { (y) dy 





d'uté  T d ÉTUER CE! DL NOT NIUE M, Par SE EC 7 MANS 71 
ET ROS EE ARTE LES get RME EN; a PRES 
NS PER | PRIX. MER RP r. SENTE TRE 
ù as * No RE LB 4 
E Cr Fr e pe L > à Les > ee 


Lee 


n A : 
+ * &= 
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ayant déjà choisi convenablement les quantités 


Us Air Ugpee Le, 


Supposons par exemple qu’on veuille trouver les limites entre 
lesquelles on puisse prendre arbitrairement la valeur de 


b 
ds = [> { (y) dy 


ayant déjà fixé convenablement les valeurs de &,, &,, æ.. 


Remarquons en premier lieu qu'ayant pris pour «, une quantité 
positive quelconque, on aura pour la limitation de «, les inégalités 
évidentes ; 

b 


= [yfonay<ve, et a au, 


(42 


Ayant fixé les valeurs de «, et œ,, on aura pour la limitation de 
a, , en faisant usage des inégalites I et IT, en y posant 


Q (y) = y”, n= 1 


les formules suivantes : 
D’aprés la formule I 








Y, (8) ‘a f 
En D Tree 
où 
D, (2) —2—24, 
et 
b £ 
[F0 G— aps = 0 


a 





3 ones mec A 
à * . * 


SRE ES RES 


no front 
d’où il vient | 


2 
(Male . 
A) 





. La formule IL donne d’autre part 


| HAL 2 
Te TT LUE 
pe — a)(e— 0, g(e) = 22 — a — 0 
 dO=E—-c+dare 
d’où il vient | 


# 


, £ (a+ 0) a, — abs. Ne at) 


Ayant choisi les valeurs de &,, «,, &,, on applique les foules 
LIT et IV pour limiter la valeur de «,, en . posant 


+ Are 8) 


On aura d'aprés la formule III 





o(&)—(2— a)(2— 2) 
SE 


Jroc-oe-sæ=0, 


8* 





116 


ce qui donne 


a,—(a+2)a+aa,z, = 0 
— ax 
DE Le L 
Mes 572 Dot 


so frutsse dy = (e— 0 — 4) a+ 


d’où il vient 


Lo %2— %? 3 (a)— aa) 


> PR ave PE nee en 
Es Gr (a, — 24 «+ a?) (a — AK) 


— d,— 248, + da, : 
ou, en réduisant 


La formule IV donne d’autre part 


&o (0? &2) — D a (bay — 42) 
D bas — y 


Oz < 
10. Revenant à la discussion du problême général, nous allons + 
démontrer que si la fonction Q(y), ainsi que ses dérivèes Q’(y), 
Q"(y),...QF 0 (y) ne deviennent jamais négatives entre les limites 
a et b de la variable, les valeurs de l'intégrale 


b 


Je (y) { (y) dy, 


a 


fournies par les formules (4)—(/Æ) des nn° 4—7, sont les valeurs 
maxima et minima de cette intégrale. 

Nous allons nous appuyer dans cette démonstration sur un théo- 
rème algèbrique trés simple, donné par M. Markoff dans l’ouvrage 
cité plus haut. 

Théorème. Q(z) étant une fonction quelconque de z, continue 
entre les limites a et b, (b >> a), assujetie seulement aux conditions 


Q(9>0, Q'(70, Q”(Z0,.. 079 (2)Z 0 


SE 
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pour a < 2 << b, D(z) — un polynôme entier de dégré » et c—une 
quantité quelconque, située entre a et b, le nombre de racines de 
l'équation | 


comprises entre les limites a et c, augmenté du nombre de racines 
de l’équation 
D(z) = 0 


comprises entre c et b, ne peut surpasser le nombre 9 + 1. 


Démonstration. 
Soient 4, Z3,. . .&, les racines de l’équation 


D(z) = Q (2) 


situées dans l'intervalle «—c et rangées suivant l’ordre de grandeurs 


croissantes | 
BL TK Ugo LLC; 
soient aussi 


; ; ; Va) Dis ” LES 
les racimes de l’équation 
D(2) = 0 


situées dans l’intervalle c—b et rangées aussi suivant l’ordre de gran- 
deurs croissantes 


CE D ET ee CO EAU. 
Il s’agit de démontrer que 
IH k<m+ I. 
Observons dans ce but que dans nos suppositions l’équation 
D'(2) = À(e) 
aura /—1 racines entre «, et x, que nous désignerons par 


l: ! ! 
DL La Le Lys, 


et l’équation | Fa. Er 


&— 1 racines 
/ / > / 
Dire < D'yyge pe Ly44 


entre æ,,, et«,,,. Dans le cas où Q'(2) est constamment égale à 
zéro dans l’intervalle a—b, le théorème est évident, car on aura 
dans ce cas { + & — 2 racines de l’équation 


| D'(z) = 0 
de dégré » — 1, donc 


l+k—2<m—Il ou l+k<m+l. 


Dans le cas général où Q'(2)> 0, il est facile de voir que l’équa- 
tion 
D'(2)—= 0 


aura encore une racine entre æ,_, et #,,.. 
En effet, &,_, étant racine de l’équation 


D'(2) = Q(2) 
on à 
Dr, = 0 (0) > 0; 
e 
Si on supposait que ®’(2) reste > 0 pour toutes les valeurs de z 
entre #’,_, etæ,,,, ®(e) serait toujours croissante dans cet inter- 
valle, ce qui est impossible, car 


P(x)=Q(x) > 0 
œ (&,,,) = 0, et y, < Ly< Pie 
Donc, ®'(2) doit changer de signe dans cet intervalle et l’équa- 
tion | 
D'(2) = 0 


aura au moins une racine #’,,, entreæ, ,etæ,,.. Il est ainsi dé- 
montré que l’équation | 
D(2 = 0: 


= 119 = 





Re aura âü moins k racines 
4 / | / 
D y LD 42° °° <% 4h 
! , , . 
entre &,_, et æ,,,. D’aprés cela l’équation 


D" () ER oo (2) | 
aura / — 2 racines 
€ /! !J // 
D LB ce LT y, 


entre x,’ et 4’,_, et l'équation 


D'(2) = 0 
k — 1 racines 
me Cyr << D'un 
entre d',,, 6 ®,,3 
Dans le cas où Q”(2) est constamment nulle entre « et b, le 
théorème est démontré, car alors l’équation 


D'(2) —0, 
de dégré » — 2, aura en tout 1-6 — 3 racines, donc 
l+k—3<m—2 où l+k<m+li. 


Dans le cas général, où Q”(2)> 0, on verra absolument comme 
ci dessus que l’équation ®”(:)—0 aura encore une racine entre 
" / 9 A Q = // / 
œ y, 0 Div ( est à dire en tout & racines entre æ ,_, et &,,7- 
En poursuivant le même raisonnement, on trouve que dans le cas gé- 
néra] l’équation | 


DIT (e) = 0 
de dégré m +- 1 —}, aura au moins # racines, donc 


k<mæ+1l—T où l+k<m+l 
C<qt. à. 


AO 


11. Il est facile maintenant, en appliquant convenablement ce 
- théorème, de démontrer que les valeurs de l’intégrale 


b 


fewroay 


a 


correspondantes aux diverses concentrations, que nous avons consi- 
derées aux nn° 4—7, sont les valeurs maxima et minima de cette 
intégrale. 

I cas, pu. — 2n. 

a) 1° concentration 


S k 














Î TOOL ED re QE) +... (A) 
1 
ou 
È ki 
| CG dy= De Q(r) .......... (B) 
| 1 


Da Bee 0 à LU LB LU Tee LE, 
étant les racines de l’équation 
p(e)= 0, 


où p(z) est une fonction entière de dégré n + 1, définie par les 
équations 


b 
Jro D) 7 AUTO) OEM REERR (a) 


(x) = 0, 
et 





ven frac 2 ® dx 
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Le second membre de la formule (4) peut être représenté sous 
la forme AP 


b 
| f(e) ®, (2) dz 


où 
k 


+ (2) (2) 
DO Dee ren 60 + pe 20) 
i 


où encore, en vertu de l’équation (a), sous la forme plus générale 


b 
Î fe) &, (de 
où 
2) — 8, (+000, (6) 


On voit d'aprés la forme même de la fonction D,(z) qu’elle est 
une fonction entière de dégré 2», que %,, %,...4,, & Sont racines 
de l’équation 

D, (2) = Q (2) 


* ° , , e 
OÙ My, Up,05e + &, l'acines de l’équation 
Te) 0. 


Or, on peut disposer de la fonction entière arbitraire @,_.(z) de 
dégré n — 1, de manière à vérifier les n conditions suivantes: 


DT ROUE 1 22h 
D'(t)=0, i=k+1l,k+2,...n. 
En effet, ayant 


D (= D (2) +9 (00,0) + (0, _,() 
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on doit poser pour satisfaire à ces conditions, 


Q' ) == D} ‘ à | 
MAD i= |], A3 . k 
et 





0, _.(&)= — a, dk l,...n. 


La formule d’interpolation de Lagrange donnera ensuite l’ex- 
pression du polynôme @,_.(e). 
Cela posé, les quantités 


D Tan Le 
seront racines doubles de l’équation 


PB, (a) = Q(e) 
et 


Vpsis Vyysse y 
racines doubles de l’équation 
D, (2) — 0. 


Il est facile de voir que le D ATOMe D.(z) ainsi formé satisfait 
aux inégalités suivantes: 


D,(2)Z7 Q (2), pour a Lz2<x 
D,(2)=0,.; pour x <z<b. 
En effet, l’équation 
D, (2) —Q(e) 
ayant Æ racines doubles entre a et x et une racine simple z = x et 
l’équation 
D, (2) = 0 


n — k racines doubles entre x et b, le polynôme ®. () étant de dégré 
2n et 26 + 1+ 2(n—k)— 2n + 1, nous concluons, en vertu du 
théorème précédent, que toutes lés racines des équations | 


B,()=Q(), B,(4)—=0, 
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dans les intervalles respectifs de aàæet dexà b, sont déja énume- 
rées. La seule racine simple de D (2) —Q(z2) est 2 —x; pour les 
valeurs de z entre æ et æ,,,, la différence 


D,(#) — Q(2) est <O, 
car | 
Bi) — IG) =—0(%.,,)< 0 


done, pour les valeurs de z moindres que x, 
D,(2)—Q(2) est > 0 


et ne change pas de signe dans tout l’intervalle entre a et x, toutes 
les autres racines étant doubles. ; 

D, (e), étant positive pour & < 2 L%,,,, reste positive dans tout 
l'intervalle de + à b. 

Aïnsi, on voit que 


D,(z)Z Q (2), pour a <Lz<%X 
B,(2Z20, pourx <ze<b. 


Il suit de ce qui précéde que 


x x d 
fe f() de < | B,()fC)de <| @,(e)f (ds. 


@ 
C’est à dire 


Ua 


fouroe < Sie 


œ 








d’où 1l suit que la valeur (À) correspondante à la 1° concentration 
est le maximum de notre intégrale. 
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Passant à la considération de la formule (B), ou voit d’abord 
que le second membre de cette formule peut être représenté par l’in- 
tégrale 


b 
Jrosoa 
(42 
où 
D, (2) = D, (9 + p(2)8, (6) 
D, (2) étant donné 1e1 par la formule 
: (e) 
ae A 
AO Lee 
Les quantités %,, %,,.-.æ, sont racines de l’équation 
D,()=Q() 
OÙ %, %p,,, @,,..%,—Tacines de l'équation 
D, (2) = 0. 


On pourra, comme dans le cas précédent, déterminer 4, _.(e) de 
manière que %,, Æ,...æ, deviennent racines doubles de la-première 
de ces équations etæ, ,,, Tr + - + y TACNES doubles de la seconde. 

La quantité x sera racine simple de l’équation 


D, (2) — 0 


En vertu du théorème du n° précédent, nous concluons que la 
différence 
B,(e) —Q(2) 


ne changera point de signe dans l’intervalle entre « et x et comme 
D, (x) —Q (x) = —Q(x) < 0, 


D,(z)—Q(2) restera négative pour toutes les valeurs de z entre a etx. 
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D'autre part, ®, (2) étant positive pour æ, < 2 < x, car 
PB, (x,) = Q(x,) > 0 


et changeant de signe quand 2 passe par la valeur +, on aura 


D, (2) < 0, pour x < 2 < b. 
Donc 
D,(&)<Q (a), pour a <z<% 


®D, (2) < 0, pour æ << 2 < b. 


D'où il suit que 


æ x b 
| fo oGd> Î BG f()dr> | ®, (D f(e)d2 


c’est à dire 


k 


l food > DE o(r) 
1 





. ce qui fait voir que la valeur (B) correspondante à la première con- 
centration, quand on rapporte le point X au segment XP, est le m1- 
nimum de notre intégrale. 

Le maximum et le minimum fournis par les formules (4) et (B) 
correspondent, comme la première concentration elle même, au cas où 


U, (æ) et. F,(@) 
sont de même signe. 

12. Des considérations entièrement analogues aux précédentes 
s'appliquent à la discussion de la seconde concentration du 1° cas et 
des deux concentrations du second (u— 2#— 1) et nous pouvons les 
exposer Succimtement, sans entrer dans tous les détails. 








I cas, p = 2n. | 
b) Seconde concentration 
X 
k 
Jporea=2à > at) +480. 0 
a ; | 
ou 
Ho 
es Ÿ (x) 
Jroraaæ= % 6 9 (a) + SE06) es QD) 
œ 


GEL < Lg « LT LM, <. RE RE en 
étant les racines de l’équation 
p(e)= 0 


où @ (2) est une fonction entière de dégré n + 2, définie par les con- 
ditions 


p(Q—0, e@)—0, p(x)—0 


b L 
| PP GNOME EEE (8) 


Composons un DE entier ®D,(z) de dégré 2n, d'aprés la 
formule 


D, (2) = PB, (2) + op (2) Ge) 
où 
o (6) e (a. ta 
D = EE hmou+S, ar UN dr De TR) 2) 


et déterminons la fonction &,,_,(2) d'aprés les n — 1 conditions 


D''(x, 





OH) NOUS BEEN Tr a 
Dj(t)—=0, pour ik+l1,k+2,...(n —1). 





=: La quantité x est racine simple de l’équation 
; 


D, (2) = Q (+). 


Cette équation aura les racines simples à et & et x racines doub- 


Les entre & et x. L’équation | 
| | D, (2) = 0 
| aura la racine simple b et 7 — 1 — % racines doubles entre x et b. 
‘ Observant que pour 2 <2<%,,, 7 
| 0<D,(:) <Q (+), 


ou trouve, à l’aide du théorème du n° 10, que 


D,(2)ZQ (2), pour a <L2<% 
et 
- B,(2 70, pour <z<bD. 
# D'où il vient 
œ & b 


| Q (2) f(e) de < ] D (e) (a) de < | Œ, (a) f(e) de. 


(41 


Or 
D 


b | 
Je (2) (a) de = [a (2) f (2) de. 


a 


CL 


Done 
£: D ; ; z 


k 
feore d<o (+ DE 
1 


œ 





Gi) a d (x) 


ce qui montre que la valeur (C) est le maximum de notre intégrale. 





TR I QE PE Er PR ER AE RER PE 
RETURN DE D PRE RSS TE PEER, 
“ENS 7 PE cs E> NP Fe L'  Lares È 
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Formant en second lieu un polynôme ®,(+) de dégré 2n, d’aprés 
la formule 


D,(2) = Be) + p(2)0,_,(e), 
où 
k 


ë 
BA = 5e 20 + DT 
1 


® 2 — &) 


qui diffère de ®, (+) en ce que x est racine simple de l’équation 
®, @) 0 
au lieu d’être racine de l’équation 
B,(e) = Q (2), 
ou verra de la même manière que 
D,(z)<Q(2) pour a 2 <%X 
D, (&) < 0 pour 4 < 8 <b. 
D'où 1l suit que 


æ b b 
| OF) > ®,()f(e)de = - D (ft de 


a 








k 
(a) ar 
20 + De 

1 


c’est à dire que la valeur (D) est le minimum de notre intégrale. 
Le maximum et le minimum trouvés correspondent, comme la se- 
conde concentration elle même, au cas où 


U,(x) et V,(x) 


sont de signes contraires. : 





IT cas, p— 2n — 1 
a) 1 concentration 


2, 7 0 
n t 


æ 


k 


[ Q (2) f(e) de — L Fe à @ (a) + D Te Q (x,) + e Q(x)..(E) 


CE 1 
a 





ou 


MSG Pause 2 ee GENS pl ne 
Vi A 2 Son 
br s 34 wi 


LE éde 

14% 4 

ab : 
br 


une 


HA 
, à - k : | 
j Q (2) f(e) de — se Q (a+ D el Deer (F) 
; | | 


a 








CCD PNA et Er 
ARR PME PRE 


A «th 
AMD re A VE, LI 


GAL: Ra y: 


DR LT TL Lg, LT 


étant les racines de la fonction entière o (+) de dégré n + 1, définie 
par les conditions 


— CR 


+ IT #. 


frosue,_oa=0. tresses. .(Y) 


APR M CR 


Set 
on 


ME EU À AE ie 
AU NUE en Del | RENTREE ta 
y \ ES 


Formons un polynôme ®, (z) de dégré 2n— 1 d’aprés la formule 


PB ()= Be) + p()0,_,(), 


où 


LOVC TN FRS TE} 
MR R ETS 
vi N 


= 5 | : k 

7 DO Ga gen 20) + Dis ere © Je Poe Q (x). 
Ée La quantité x est racine simple de l’équation 

D. D, (2) = Q (2) 

4 et l’on peut déterminer 4,_,(+) de sorte que ,, 4,,. . ., soient ra- 
= cines doubles de la même équation et æ,,,, œ,,,,...2,, racines 


1 : doubles de l'équation 
. D, (2) = 0. 




















ee Lie 


On verra facilement, comme ci dessus, que 


D,(2)ZQ(z), pour a<K2<T 
AGE pour & <& <b 


ce qui entraine comme conséquence que la valeur (Æ) est le MAGNUM } 


de notre intégrale. 


En formant un polynôme D, (2) de dégré 2n—1, d'aprés la for- 
mule 


B,(e) = B,(2) + p(2) 0, (6), 


où . 


Be) = EE  O(0) + De TG qu 2) 


qui diffère de ®, (2) en ce que x est racine de l’équation 
D,(2)=:0 1: 
au lieu d’être racine de l'équation 


D, (e) = Q (2) 
nous verrons, comme ci-dessus, que 
D,(2)<Q(z), pour a<z<x. 
B,(29<0, pour m Le <b 


ce qui entraîne comme conséquence que la valeur (Æ°) est le minimum 
de notre intégrale. 


Le maximum et le minimum trouvés correspondent au cas où 


DC} To PE EE (T) 


n 


sont de même signe. 












et 


et déterminant @ 





IT cas, p — 2 — 1. 
b) 2 concentration 


JE 


@ 


ou 
æ 


HMOCE | 
Î Q (2) f (2) de — 2 Gi) Q (x, » Re .Œ) 
1 





(a) 
(24 


æ Ie < se LE Lg Le: <a, <b 


étant les racines de la fonction entière o (2) de dégré » + 1, définie 
par les conditions 
pÉ)=0, px) —0 


| fOet)0, (de =0 ....... tr 0) 


En formant un polynôme de dégré 2n — 1 


- k 
P, (2) = DETENTE CNT ES ?()8,_.() 
Lie, 


n_(2) de manière que 4,, &,,...4, soient racines 
doubles de l'équation | 
_B@=Q() 
2, dr. .%, _, racines doubles de l’équation 
| | | D, (2) = 0 
on verra facilement que 
| GEO) pour a<e<r 


D,(2)Z0, pour x <z<b 
| : : 


froroe= res o (e &)+4800 FR @). 


vx de “ 
os . 2 AR TEE 
RON ON EC TT SR 1 
RSR pb tas A de 


ht +. : 
DS TEE 
à PRE LA 


et 
TN TE PONS 
RE TA ES à 


t ga Ê Ÿ Fe 
È & AS : 
EU PUR CE, Vox 


+ TN 





PTS GE 





# 





ce qui entraîne comme conséquence l'inégalité 


& 


k 
Jeore de < D Fe Q (x) + Q(o). ....(@) 
1 





p'(t) p'(x) 
a 


Formant ensuite un second polynôme de dégré 2n—1 


k 


®, (2) — Dre (G) + p(8)0,_, (0) 


où ©, _,(e) se détermine d’après les mêmes conditions que ci-dessus, 
on trouve 
D,(2)<Q(e), pour a Le <LX 


D,(2)<0, pour & <2 <b 


d’où il vient 2 





feoroa> S state. 2e Net) 


Les inégalités (G”) et (4’) montrent que les valeurs (G) et (4) 
sont respectivement le maximum et le minimum de l’intégrale 


x 


Je (2) f (2) de 


a 


correspondants au cas, où 


o,(æ) et W,_.(x) 


sont de signes contraires. 


13, En résumant les résultats acquis, nous pouvons enoncer la 
solution du problême proposé en termes suivants: 











10 


j 
{ 


ET 


| 
\ 


MUPLT EU 


y A 


[ 
“ 


LÉ de à 2e DAS A dt sut 


(1 


N>+ 


La 
À 


# 
: 
De 


cr. 
Th 
+ 
«13 
Tes 
. 
BE 
< 
@ 
Tps 
£ 
nu 
CA 
4 
tn, 
Te 
- 
. 


LEA NC NS 


LIST RC EU ni pan 4e 


Soit (+) une fonction inconnue qui reste positive entre les li- 
mites a et b; soient données les valeurs des intégrales 


Rs b | : 
fous froun.frrous, 


@ (7 


On demande les valeurs limites (le maximum et le minimum) de 


| l’intégrale 


x 


: [e (2) f (2) de 


a 


æ étant un nombre donné, intermédiaire entre a et b et Q (2) une 
fonction donnéé, continue entre les limites de l'intégration et assu- 
jetie aux conditions 


0()5>0, 2/(20, 2/()Z0,...08#0 (70 


pour toutes les valeurs de z entre les mêmes limites. 


Les valeurs limites de l'intégrale proposée sont fournies dans 
tous les cas par les formules 


x 








: | 
Je @ft)de£ SEE 2) + 6e 2)... (M) 
1 
Je (2) fe) de = > FE RATES RAS CTI) 
1 


où Ÿ (2) se détermine par la formule 


b 
.. vo=f nt à 
«2 








DE PraT MS Cut es 
God A + AL qu gs 2. La 





De NET ee 


Ti, To. . «4, désignent celles des racines de l'équation 
p()= 0 


qui ne surpassent pas le nombre donné x et la fonction @(2) se dé- 
termine de différentes manières dans les différents cas du probléme, 
Savoir : 

1) Dans le premier cas, le nombre des données étant impair 
(u. + 1 — 2n + 1), la fonction o(+) est donnée par la formule 


(e — a) U, (2), (—0) PV, () 


OR ÉD CD 





qui représente un polynôme entier de dégré n + 1, vérifiant les 
équations 


b | 
o(x)—=0, Jroste, ete 0. See) 


ou par la formule 


, U,(e), V,() 
pe) =(e— a) (2 —b) U&), V.@) 





qui représente un polynôme entier de dégré n + 2, vérifiant les 
équations 
p(a) = 0, p(b) = 0, p(x) = 0, 


b 
Jr joe rte = ER (6) 


selon que lesnombres U, (x), V,, (x) sont de même signe ou de signes 

différents. Les fonctions U, (2) et V, (2) désignent ici respectivement 
les dénominateurs des n°” réduites dans les développements des inté- 
grales 


b b 

fers=2s et fase 
2 —Y £—7y 

œ (42 


: CIN 24 "A 
z Es 07 à 
NS En Le 


MCE 











rt, #4 fu. LÉ EL à: ED rég : 

PR À ren Ant Mob € eh À 2 LV ETS eine Un, - ci - br a: a! A TE Ci ‘ 
AULE AN Pr del 1 0 AOL TO) tk so : A re et né LZ ii D'RNTETEE ES ; f L LD 4 
NEA PU La PE CENT Te AE md FN Ç a 
2 ’ «1? 


équations | : ‘ 


CRT A PEN TU A IT PC NAME MS I PREUU T7 ET 
\ L . ÿ 3 SUR a \ Pal 


, 1 À N ; 


_sont de même signe ou de signes différents. 


Ne SRE 


DE A ar PA RÉ TT EP A QE ME ROME Are AE SA EE DRE CA RS Sn 
MY ca 8 el ei Et Fete M pt + Vy Bed TT EN AS 
Xe | = LE + 4 - 
à \ : : ge v: 
à Las | à) ; N 1 ù ? 2 


; PAR 
er ut . 


Ca ! 
Ci . : as | 
n CS 20 18 CD 


en fraction continue de la forme 


Co 


RAT rrPeT aa 


Cn 
An 2? + bn —. 


les constantes €, &,...c,,, étant positives. 
2) Dans le second cas, nombre de données étant pair (u+1=2n), 
la fonction (2) est donnée par la formule 


Pa) (—0)W, 0) 


(à =(—0) 
es 9, @), (@—5) W,_,(@) 








qui représente un polynôme entier de dégré n— 1, vérifiant les 


20, e(=0, [fete ide =0 (0 


ou par la formule 


| dt 0m 0 | 
nee no) do ee ILb 
re Hood a) W._.@) 


qui représente un polynôme entier de dégré n + 1, vérifiant les 2. 
équations 


b | : 
PG)=0, g@&)—=0, Jre (0, (ed: =0.....0) e. 


selon que les nombres 
“D, () 01 "= (#) 


Les fonctions se 
p,G) et W,_.,() | 4 


" 
Fa 
dt 
* 
ve à  E 
es Le RO 

















ms us 


désignent ici respectivement les dénominateurs des réduites du rang 
n et n—1 dans les développements des intégrales Are 


b | b 


fees at freins 
2 0Y pi 


œ a 


en fraction continue de la même forme que dans le cas précédent. 


14, La seule inspection des formules La, Ib, ILa, IEb permet 
d'affirmer que les racines de l’équation 


e(=0 


se succédent alternativement avec les racines les équations qu’on 
obtient en annulant les éléments de la première ligne des déterminants 
correspondants, e’est à dire que deux racines consécutives de l’équation 
obtenue par cette voie comprennent une et une seule racine de lé- 
quation 


En effet, prenons par exemple la formule Ia 


G— a) U,(@, @—0 Ve) 


PR Tr 


Désignant les racines de l’équation 


F(2)=(e—a) U,(e) = 0 
par 
ps EE : ie, 


et les racines de l’équation 


Ba) = (0) F,(k)=0 
par 
M< N< AH < M nr 
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nous savons, d'aprés le théorème 7 du ch. I, qne les racines de ces 
deux éanétions se succédent alternativement, € Et dire qu’on à 


Co Me C1 LM Éa + + M< RUE 
La fonction o(z2) étant de la forme 
o(2 = AF(2) + BD(+) - 


on à, en posant 2—6,, z—6,,, 


PE) =BD(E) 


? (by) es DD (En) à 
d'où 
® (5) D(é) . 


P (Gi-p1) D (É;-+1) 





… 


OrŒ(E) et D(E,,.) étant de signes différents, ilen sera de même 
pour les quantités o(6,), o(£,,.). in l’équation 


i+-1/° 


p(2) — 


aura au moins une racine entre €, et 6,,, et comme la même chose 


i+-1 
à lieu non deux racines consécutives quelconques de F(2), on voit 


qu'il n’y à qu’une seule racine de œ (2), comprise entre €, et €, 
On prouve de la même manière que les racines de o(z) se succé- 
dent alternativement avec les racines de ® (2). 


15. Dans les applications des résultats généraux du n° 13 à des 


exemples particuliers il est préférable de faire usage des équations 


(æ), (B), (y), (9) et des considérations sur la distribution des racines 

des équations correspondantes, au lieu d’appliquer directement les 

formules générales La — ITb pour la formation de la fonction (2). 
Exemple 1, Soient données 


b 


b b 
= [rod a = [vrai a— | y” f(y) dy 
0 0 


0 














J Sue 2" 3 REC : rs TPE Lg : 3 
"DE Li TE re ée Rte Ch EDR > Het £ $£ ‘ 
: V LME Fe . . z y à 
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Ci : LA : \ FA x -. A 
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On demande les valeurs limites de l'intégrale 


Î f(y) dy 
0 


æ étant un nombre donné entre 0 et b. Fes 
Cet exemple se rapporte au premier cas, le nombre de donnés. PER 
étant impair et n — 1, a — 0. E- 


Posant | 
(a) —=2z—é,, V()—=2—" 


on aura, d'aprés la définition de ces fonctions 


b 


[ 21 —%) de = 0, Î f(e)(e— 1) (& — mo) de = 0 
0 0 | 
ou | É 
a—b—=0, a—(b + n)a+ bn, «—0 : 

Lo bay — do 

= RSR EE AT TES 
 D'aprés le théorème 7 ch. I sur la db des racines des 
équations 
(— a) U,()=0, (:—0 F, (= 0 


on aurà 





DA ce <b He 


ce qu’on peut d’ailleurs vérifier directement. Done U, (x) et V, (x) 
sont de même signe quand 


1) x < Dao OU 2)æ> a 
et de signes différents quand 


| D) PC À 


bap— 








à " _ Dans ee cas D et 9) « on 4, , pour no la fonction o (2), la "à 
2, formule Ia. * ne | Do. 
D 20,6, 6—DNE | 5 


F Se  dPTu e PE) 





ou, ce qui est plus simple, en posant | | me. 
4 à à Rae p(e) —= (2 — ) (2— %;) 


la formule 








at b rs .# 
7e | [ f(e)(e — x) (2 nee. ds (@},. 00e : 


_ c’est à dire 

Re A (T4 0) + 22 a 0 
. d’où il vient | 

Re à 


Ce AE — à 
1 


D'aprés la remarque sur la distribution des racines de l'équation 
oo — 0, nous aurons dans le 1) cas 


we bay— dy — dy 
et dans le 2) 








0<n<ÿ DR <E <a <b 


bag— 
 D'aprés cela, on aura, par les formules (AZ) et (m) du n° 13, 


ge | | b EreS , 
1) Pour 2 <<, +, étant > x 
SH CE 





Ÿÿ (x) 
<fro<ta 


2) Pour œ ee is tant _ œ. 


. < se CLÉ 


b a, 
Vive | FILE dy, 


to = [ro Q— 2) = du 


90) = FO) E — 2) dy = mu mo 


ce qui donne 


1) pour 6 < pe 


= ga 
= as 2a, & + L7 


2) pour & >> _ 


_ (at—a) 
y? — 2 PTS d <frae de “ &,. 





* RE « \ 
ba Le % 


<< 


PU) = 2 (6 —%)(—Ù 
et d'aprés les formules (7) et (m) 


x 


ÿ O TT 
res] fo EE + 4e 
0 < 


Ÿ (x) ir (y) y (y — db) dy = &,— ba, 
En î | 


| o=froesu mu 2 O4 alu, 


LOS po) —= (0) 
ba, — 
Œo— (D : b œ Es ba (b — 
9— (db + a 4 <| f@) de < 1% ve. x) 


|  Désignant par 









la masse e de la ne oc de one ë, ne | Ke 
Poe LIRE 

0 AS D 
[rte de 
0 















_Ja distance de son centre de gravité du point O, et par 
b ; à CES 

= Je areas 4 
J 7 


le moment d'inertie par rapport au centre de gravité, nous aurons 


t—= D, U— pd, a k + pd 
et les formules précédentes donnent pour les valeurs limites de la 
masse d’un segment donné de la droite les résultats suivants: 
k LPÉSSS 
p (b — d) { GE. 
Fe 


1) pour z Sy 









> 0 < re. , : - 
ASE. | J [2e 
2) pour z > d + À SR 
SE pâ . 

Æ | 


PT < | f(e)de<p 


k+p(z—d?— er 
0 À | ER 
ER k ce: 
3) pour = =D RES F- 


EEE D+Ek pG—dE+d—x)—k 
EEE +<f f(e)dz= RRÉNE e 
Cor Tchébicheff. Sur les re limites des Rires Jo ah 


de math. 1874). 














1 | Ex je 2 ei . serre 
| ne. SRE D RE: 
4 . ro = |yf(dy, a= Jrroa, 319 

&œ a É 


b 
“= [ro 


On demande les valeurs limites de 


Jr (y) dy. 


Cet exemple se rapporte au second cas, 
Lu — 2n — 1, F7 


Commençons à ealeuler o©.,(2), W, (2). 
Posant 
222) = À (2 — 2,)(z — 2) 


2 à par définition 


he 





U 
Mur 
VAUT 


| jrou-ue-oue f AE je -0 


a 









"y 


FAN < | 





A TR 


# 
1 







L'O 





ÊT ps 
D" 

LA 
QE 


nm (2,+- z) U+ait— 0, a— - (4+2)2+224a—=0 


k 


f À 
, ve 


« 
vi ÿ 1 
4 4 stunt 





D) = (ao — œ°) 2 — (aus — 20) 2 + an ay — a. 













Posant tar ere Rés 
; . M, (= 2 —%, 
on a : Re SR 
| FO E— 0e — De — &)ds = 0, 
a | | ÉTÉ 
7 d'où SUR ei 


és d3— (a + b)a,+ Abu, 
1 o—(a+ba,+abas 


D’aprés le théorème 8 du ch. I, nous aurons 
a a 21 < de Ra b. 
Les quantités @,(x) et W, (x) sont de même signe quand 


Dacncr<heneb 00 Dacacti<aceeb à 








et de signes contraires quand 


ee 8) a<n << <r<b où 4) a <La<i<r<a<b. #4 





à 


_ Dans les cas 1) et 2), la fonction œ (+) est donnée par la formule | 


D (2), (2 — D) W, (e) 
Pa(t), (&— bd) W, (x) 


Mais il est plus simple de poser 


p(z) —=(2— a) 


PG=G—-a(E—-x)(e—-x),, 


et de déterminer la racine x, par l'équation de condition (y) | 


b ; 
Pa free 06020, 








d— (a+ x) + Axa 


pi = ee M .(o) 


Re D’aprés la remarque sur la distribution des racines de l’équation: 

p()—0, nous savons que l'intervalle entre les deux racines 

GC» 23) de ®, (+) comprend une et une seule racine de o(2) et que la 

_ même chose à lieu pour l'intervalle entre les deux racines (£,. b) de 
Ja fonction (2 — 6) W, (2). Done, dans le 1) cas, on aura 


F la<z<a<E<z,<r,<b, par conséquent 4, > x 
D dans le 2) 
Da Lane <a <t, 


| Cela posé. les formules (M) et () donnent 


pour << LESC 


À 
| 
| 
Le 
| 
| 


x 


ÿ (a) Re (ti) ÿ 
Fe FC) de £a) =) ox) * & 
4 


A (x) 
= Re P(&) 


pour 4,< 2 <b 


r 


ET N" + ME te GR NS aie jé Are ons AU VS 
PONS PATATE RAR HAS Ne Ne. 7% 





TE 
 v@) . his 
qui donne 


.g 


d(x)= à ue + aa, 


Ya) —=a— (a +ax)a+ aa, 


et æ, est donné par la formule (o). 
En substituant dans les formules précédentes, on aura 


DÉPOT RE TEEN ; 2 


\ 


_— 


| (Ge ss 


CIC EN] 


a—x)(a—x;) 


Jre de > EEE %) aie TL,% 
2) pour 2,< % << bd 


x 


ft) di <a, 


(& — à) (x — %:) 


| f{ 2) de > %. CU m7 CT 
CSS D Ce Nr Ne 


x 





Pa % re a W, () 


Ju 
7 law t—ome 


pR)—=(2—B)(2— 2) — 2), 


| avec l'équation de condition 


Joe DE D a) 0, 


qi donne , re 
3— (b + x) a+ ba, 


ra a— (ba) rx ‘* 


_ On voit, comme DRE que dans le cas 3) 


a Lx La<t 1<T BR ES b, ie sen ea x. 


ca et dans le 4) 


à 


t<nen<tes <a 


… Done, 
pour a Lx < A 


| 
AE É 
ocfrueta | 


pour RES 
tcfon<tae | A Re Et) + 4 ee (4) 


7) ?@) 70 | 
Je 
10* 






















vonfoeta © 


DO) =a—(x+x)at GR Po se 
dx) = 4, — (db + x) ape, ba 1% 
D(x)= a, —(b +x)a, + bra, 

et «, est donné par la formule (n). 


En substituant dans les formules précédentes, 11 vient 
8) pour a <T<e, 


x > 
2 %—(b+ x) a+ baie 
fe) de £ œ—b)(z —%) ns 
a | : pe DE LA 
4) pour Et 
2— (0 + 2%) + bts À Re Go— (& +- T) a+ T%%0 
MCOUCS Je <| Ur TUE EE 


En substituant dans les formules correspondantes les valeurs da 
«,, données par les formules (a) et (n), on a définitivement les ré. a 
sultats suivants : 

1) Pour 


— (a + db) «+ abus, 
a— (a + db) + abas 


tee 


2, étant la plus petite racine de l'équation 





pe) = (aa, — À) 2 — (ao — a) 2 + mas — a = 0, 


le minimum de 


x à « | | * : 
free PRES RES 
: ‘a . | Fes 














(tod2— 41?) 2? (aptz— Ma) 2 + (Mia — a?) 
(& = a) [a? (tp — a) — 24 (a,X — à) + NX — Qa]? 



















Fate (ay —(a+-t)a, +axa) 
[a?(a de 2a(ay—%a)+-H3—09®] [La —4000)—22(a)— 01 %)+ di : aa] 






E De 2 <E LD, CA étant la plus grande racine de @, (2), 
le minimum de l'intégrale | 


À ; | fe) de 


(toto— 4?) A — (aptg— Moto) à + (ta — No?) 
Ly— PR CT TNT NE NU Re UP ins 
(x — a) [2? (a, — aus) — 2æ (to — 4,0) + 23 — %9@] 


d et le maximum est &,. 
à) Pour GEL E, le minimum est D et le maximum est égal à 


_ (toto — oŸ D?— (agta— dit2) D + (t143 — 09?) à 


(b — x) [x* (bao—c1) — 2x (ba, — do) + bay — 43] 


© Pour en es La < 2, le minimum de 


FRAC RSS fre de 
nr ' ee Yo | 
est égal à | 
ns a (ao—(b+-x)a, bras) 

1 (b{aox—a)—2b(u,x—02)1-00%— 03] [2 4ba,—@)—22(bu, — à2)+-bas— da] 
et le maximum à 
(ao%— 32) 22— (a9%3— Ayüta) © + Ay A3 A9? 

(b — x)[b2(a,— a9%) — 2b (ao — 41%) + 23— 29%] ” 


- 


A — 





Exemple 3. e 
Etant données 


: = [ro dy, = |uf 


on demande le maximum et le minimum de l'intégrale 


# 


ro dy. 
0 


É Il est évident que, pour es CO, On aura LE (2) = ®, G) Lu 
. l'équation | 


_ froc-mren _, (e) de 


se réduit dans ce cas à 


, 


Jr (e) V, 0, (2) de = 0 


ré 


qui sert de définition à la fonction o, (2). 
Appliquant les formules générales à notre exemple, nous aurons Æ 
sl) pour BE (æ) et () de même JE 


_ l'a), 0 
p(2) —. | - 
æ&U, (x), o(x) 


CE—DE— ee) 





Le Te 


ave les cotitions 


« 


Rae 


LATE de el no. 


qui donnent, en posant 
da DE | HA =D, Mls—=, 
les deux équations ; 
(ox — a) p — (at — M)q = 0,2 — à, 
(4,2 — à3)p Le (id — &,)q = 07 — à. 


| Ces équations étant résolues par rapport à pet ag, donnent l'équa- 
tion suivante, dont les racines sont x, et Lo 


. . — [(a% —w) 2 co CARE 
PES [Coro®— 0) (a,%—0,) — (ar —@.) (a,t—03)] Ÿ 
+ (a d—0,) (at — so (at —0, Ÿ— 
9 pour U, (x) et ®, @æ) de signes différents, on aura 
DE U, (e), Po (2) | 
p(e)=2 | Le 
U,(x), px) 


pe) = 4 (2— 2) —E) 


| Jo-aoen 





NS dl Von RE AE Le A net Ex 
ne LC ES GONE DNS TE NES PERLES LE et 


pet à dires: 


ay—(& Le &) a+ œ vE— 0 ES FRA POLE 


… d’où il suit k 


+ + s + 


2 
Qra 


Les none P a. et U, (2) s expriment comme à suit : 


pa (2) = (tt — n° Fee (ty — Ua) 2 + Las — a. 


U, (=. (az— à) 2 — (aa — a,03) 2 + ot — a. 3e 


_ Désignant par z,, 2 Elles: racines de œ,(2) et par Vis DE celles de 
tie (z), nous savons qu’ on aura | 


0 SAS Y LB RATS 


Les nombres ®,(x), U:(x) sont de même signe dan les bois 
cas suivants 
1$ He 0 LA<LE, 


QE LV ET 
3° Ya D 
et de signes différents | 
Ha 4° lorsque 2, <x <y, 
Dia, LD Yo 


Supposant 4,<<4,, nous aurons nécessairement, dant ce que 
nous savons sur la distribution des racines des équations 


Le (= 0, U,()=0, p&)=0, 
dans le cas 1° Rene 
OL <LALY LUE 23€ Ys LL 


et par conséquent 


vf <e. 





En 2 RES Te racines de l'équation . 
A le cas 20 nous aurons 


DE vatafr ds EE + 


D) = a — (2 + 2) + LT3%0 
o @) Se (t— 2) GE): 


Dans le cas 3° on aura 


A ee ee 


x 


f (y) VE < 70 


ne 
0 


Ps 


dE) = &— (x + %) + LL % 


p (t2) = (= œ) (— ) 


= Dans le cas 4° on aura 


D LAC T LL AL ÉLYs 





PU) — a) 6) 
Yo) = a, — (2 E)a,+ be 

p (0)= 2, nie 
br) = a,— 06, p'&)=%(x—E) 


£ U3— QT 


: Enfin dans le cas 5° on aura 


LA 


(à TES 5 < Y< 8, % LL Ys 


et par conséquent 
HA 


EE F() dy = = & 


0 


DS) = a — va, AIMÉ rate | 
16, Sur les cas où x annule une des fonctions 


Pa} Wir) U, (6) F n @). 


Dans les cas où la limite it de l'intégrale proposée 


| Fe) 0 (4e 


annule l’une des fonctions 


Pn (2) W,_(e) Uy @), F nee 


nn 










| les nues tee se à Sniient et la différence ch es a 
LES _ concentrations dans les deux cas du problème cesse d'exister. Exa- ï 
_minons par exemple le cas où ®, (x) = 0, c'est à dire le cas où æ < 
est une des racines du dénominateur de la n°° réduite dans le déve- 
© Jeppement de Er ne | | cs 
b 


Î fl dy 
Z —Y 


a 
























en fraction continue et supposons que le nombre de données soit pair. 


Æ _ Les expressions de œ (2) correspondant aux deux concentrations 
= de ce cas, se réduisent à 


nn 


Les racines de l’é quation D 0] 0 Front LéÉDAcTEMEn 


1) a 2 D De 


2) RES 0 


2, 4e. .2, étant les racines de (2). 
RER En faisant 

A. :. Deo—t-0s,0 
 onawapouz=z, : ! 





fracta <$%at + ED Q(z)). 


= 








“ 


Te fon o() 4 == a f(y) Pr (y) dy a 0, 






(y — a)’ (a) 





Lou — 25) (ei 0] en) y 
(2 ms 25) (85 — à) Pn’ (25) 


— 2) Pr’ (£5) 4 de 


fre, way = 0: 


Done, ‘on aura 


Vn (&5 Pn i) | 1 h 


En faisant 
2) p(a) — (2 —b)®, (+) 


on verra de la même manière que 


* 


_ limites de l’intégr ie 


êR 
a. 


que nous avons obtenues ci-dessus. 





| encre 0 ( a 
x (Les Jens, Q donnent dos : 


4 1 ds rs 
Yn Cd lp a 2 N Ÿn Gi 
Pn' (&5) Sa f(e) de ra 2 Pn' (2) ” 


a 


_ 


RS 


TA l'aide de ces formules, on peut aisement tirer Fe inégalités 
Pi donnant les valeurs limites des intégrales 


| : | 
[r (2)dz et | f(e) de. 
ee" 


En effet, observant que 


En combinant cette égalité avec les inégalités (2), on trouve 


b + 
1=N 


fOez Se. 


è—=k+1 


in 


Dre 




















tient 
_ 2] 1 : : 
| fads Ste... (5) 
: 1 
L he 





Retranchant l’intégrale 


êk 
| F2) de 


et faisant usage des mégalités (2), 1l vient enfin 


Les formules (7) ont été données par M. Tchébicheff dans son 
mémoire inséré dans le J. de math. 1874. 


17, Nouvelle forme des résultats définitifs dans le cas général. 
M. Tchébicheff à donné recemment dans les mémoires de l’Ac. 
de St. Pétersbourg 1885 (en russe), sous une forme trés étégante, 
les résultats de ses propres recherches sur la question que nous 
avons traité dans les paragraphes précédents, en se bornant au cas de 


Q (2) = 1; mais comme la solution du probléme dépend essentiel- 


lement de la formation de la fraction De 2, et non pas de la forme de 


la fonction Q (2), les résultats de l’illustre auteur S AODRAUARS aussi 
au cas général. 


En bent 2 Par 2, (2,>2,) dns inégalités @), on ob a 


= 





Er Rs forne, sous  Inquélle se Rte de true donnant es 5 NS 
| maxime et minima de l'intégrale Fe 












< 4 AREA 
ê AE 


Je (2) f (2) dz 


a 


— 





} 


dans le mémoire de M. Tehébicheff, diffère de celle que nous avons 
.e 





présenté dans le n° 13, en ce que la fraction PL qui figure dans ces 














formules, s’exprime en fonction des none nu peuvent être immé- 0 
ontanent calculés en décomposant en fraction continue la partie à 

_ connue | 2 ee 
| RAP Lon—1 ASTEA 
er NU un nd res (1) . 

où | = 
x % Lon—1 Lo Fa LL 
Re nant oi 0 (0) FES 





: b 
à J Q@) dy 
E—Y 
(4 

en série. | nu. 
=. Dans le cas d’un nombre pair 2x de données, on calcule tous les 
_ éléments des formules définitives en caleulant les dénomimateurs des He 
Fe: réduites des rangs n et n— ], ox (a) et ©, _.(2), dans le dévelop- 5 5 
pement de l’expression (1) en fraction continue de la forme RUES #2 
L'AATAREE av. 
BR Te po LEA 
RAECTEN TES | à 


+ 1 


z 


Dans le cas d’un nombre impair (2n + 1) de données on doit 
% ‘ealeuler encore le coefficient 4,,, dans le développement de l’ex- 





=" Es < L = 
DOUÉ OR LS NT ne“ + « SES”, 





pression (2) en fraction continue de la même forme. Nous allons de 
FRS montrer comment les résultats obtenus au #° 13 peuvent ae trans- : 
Fe formés dans la forme de M. Tehébicheff. L ré 
1 TÈTRSS Nous avons vu aux#n° 10 et 11 du ch. I comment s Ai : 
de (2), U, (2), V, (e) par les nouveaux éléments ®, (2), 


les fonctions W 


n—1 
®,_.(e) et a Il s’agit maintenant d’exprimer les fonctions ® (2) 


n+H1 ° 





et d(z), dans les quatre cas que nous avons à distinguer dans notre ! pe 


problême, par les mêmes éléments. 


Dans le premier me le nombre de données étant impair 





(u+ 1 = 2n+ 1) et Un LAC étant positive ou, d’aprés la formule (20) 
du ch. I, 
1 fn (0) © En) 
= = Pn (a) n(@) en (3) 
: Pn—1 (0) à Pn—1 (X) LT dire PER et 
b—x Pn (b) Pn (X) : n+1 


‘étant positive, la fonction entière o(z), de dégré n +- 1, est définie 
par les conditions 


: “ | D(X) —-0, fre o(2)0,_,(e) de = 0. 


On satisfait évidemment à la seconde en faisant 
pa) = p,,,(2) + Co, (e) 
C étant une constante arbitraire, c’est à dire 
pi) —=(a,,,240,,,)o,(e) —9,,() + Ce, (e) 
ou, désignant la constante arbitraire dre par À, 
p(a)—(a,,,2—+ 4)9,() — p,_,(e). nn. 
La condition o (x) — 0 donne ensuite | 


___ Pn—1(#) | 














se # a | 
£ 


2 mél UE EE 


> à £ 


Se 
Wa 
È 


Pis est Frres È (4) 


pa) —p, (2) Z— 9, (6). 


ve= | fo 22e ay 


x 


y — 2 


- es On (Y)-Y — En (y) — Pn (2). Z + Pn_1 (2) dy 
PO RE nn mr LU 


AS 


d() — f() (2) “ (y) Le (y) — On (2) dy 
À 


A ] fu) = DEEE du 


TZ Gant une constante, on à 


| f (y) 9, 0) 7 dy = 0, 





ae . notre cas, nous aurons 


D (8) __ Vn (a) Z— Vn-x (8). 
P(2)  Pn(2) 7 — Pn-1 (2) 


Dans le second cas, le nombre de données étant le même, mais | 


à _h fraction (3) ie la fonction entière ® @) de dégré n + 2 est ax : 2 
à sin par les conditions | 


p()=0, pÜ—0, pU=0 


b | | 
Jr (2)p(2)0,_, (2) de = 0. 


_ d < 


la $ 


On satisfaira évidemment à la dernière, de la manière la rlus ge 
nérale, en posant He 


P(=Lg, (8) (en ne ele : CE 


au lou 1 ® 


(=, 10 (2+ Ce ps eA= eo eo Pr Ch 


_& sous cette forme, la D nHs enoncée de ® (2) devient évidente. 
: En posant pour abréger À | 


\ 


Fa (a, 


2+ A(i+C+B. 
+ pe | 
_ on aura 


(= = Pn es Pr (2) 2, - 





y —& 


f, 


ur Î PT A ECC a. 


+ ” [ro D 4) Bee nr) Er 0) dy, 


e=Z 4, @— Za Ye) 
at rés la formule (8) du ch. I. ces 


bn )Z— Vn—1 7 
(8) Zi Pn—1 (2) Z 
JE à 8) Z — Yn__1 (2) 
Pn (2)Z — Pn—1 (2) 


2+C 


= Les constantes 4, B, C se déterminent au moyen des équations 


AGEN eb)=0, g(r)—0. 


| | Substituant z2—#x dans la formule (5) et annulant le résultat, 


ROC EE ETC ,@=0 
ETS 114 





= ee nat 5) + A, +0) se 64-04 e+0 
: en. 0 


Les conditions Le == 0 ee — 0, nt à aie > EE 


A, C—=0@, 
he Fo C—= bp, 


os 1 Pn—1(@) On—1 | nur 
Frs ——| Pn(&) -  Pn(X) SE) à 


ARR. EE (E) __ Pn—1 @)] jar 
PERD mec, be En (e) nr 


= (a —D)earp 

1 Pb — Pa 

OC aPa— LPp 
Pb — Pa ; 

(b — &) Pa Pb Re (x) : 
LRO RP Pn(&) à 
_ (b— a)oa6b (66 b — #) — pal (a — æ)) PR Er à (8) 

(op — paŸ 2 + (ea bop)(Pb— Pa) # 


nd die 


_ Ainsi, dans le cas Ta nombre ; impair de données ( uEli= “on D . ” 


ÿ (e) 


_ Ja fraction ie 


est donnee ie la formule 


Y(2) _ (9 Z— ve, (2) 


ICE Pn (2) Z — Pn—1 G).: 


où ZS ns par Ja fonmule (D ou par la formule (8), selon que 


dl fraction 
| 1 on (@) Pr (x eu | Fe 
A aa té IE Pn (@) Ont pat). 
: PB: | Pn=1 @ | a , 
b—xl n() ETC nee 


“+ est positive où négative. 





Dr us 


“ 


a 


b)- er 0 


3, p (a) = 0 “où QUES 


La nent et EE (0) _ En—1 ee | 

Pn (&) Pn (&) b—xL py(b) Pn (&) 
Pr (Pl nr (A) ME EE 
Pn ne On (@) 


Ed 


4 no. En—1 (2) | pat 1 | Pn—1 OR (x) 
a=al en en @ LR EN RE re 0 LR 


Pn—1\0/ & _Pn—1 (4, (a) 
2 En Ë). Pa) 7 0 


- Pn—1 () dy (à) | 
D D étant 702 et race < 0, 


fi ; 


; comme “ suit i ce que dans la fraction continue 








PT Gb or 


On Fee la condition a) en posant 
pG)= 9, (6) + 4)+ Bo,_,(e), 


À et B étant des constantes. 
En les déterminant d’aprés les conditions 


1)6(4%)=0 "et"6(a) = 0,2 





ou 
2) p(x)— 0 et p(b) —0 
on obtient 
où 
BAS TET En—1 (4) _ Pn—1 (x) Rte Pn—1 (©) 
2= | en (@) On (®) je 2 + On (&) 
dans le premier cas et 
SUN Pn—1 (0) On—1 (&) ea Pn—1 (©) 
Z D On (6) Pn (&) @ 7) 4 Pn (t) 


dans le second. 
__ -Observant que, pour 


ot) —=®,().7Z—9, ., (6), 


Z étant linéaire par rapport à z, on à aussi 


D) =, () Z—%,_,(e) 


nous pouvons dire que, dans le cas d’un nombre pair (u + 1 — 2») 
p(e) 


de données, la fraction () 


se détermine aussi par Ja formule 


me 


De) __ Vn (e) 7 — Yn—1 () 
Pa) Ent 7 — Pn-1 (2) 


où 


Z=y(e— 2) + mn. 6 td ee Ce UN 





| y-étant là plus grande des deux quantités 


X 


1 Pom). Pn-1() D Rénn) enr 
= Pn(&) ‘: Pn(x) ; a mL Pn (D) En le) | 








Observant encore que les formules (47) et (m) du n° 13, en in- 
troduisant la notation des résidus de Cauchy, peuvent être écrites 
de la manière suivante 


LA 


Êse 26 < fret dz AT QEYELNS (11) 


@ désignant une quantité infiniment petite positive, nous pouvons 


dire que les valeurs limites de l'intégrale 


ie Jose de 


Q (2) désignant une fonction finie et continue entre les limites a et b 
et assujétie aux restrictions, mentionnées au commencement de ce 
chapitre, sont données par les formules (11), où 


(2) Pr (2) 2 — Pn 1 (e) 
1 





D (2) __ Yn (27 — Va ( 


1 
A2 + bo : 


a + b,— 


# 1 
a 
An2+bn— 7 


eh fonction Z ayant l’une des formes (4), (8) et (10) dans les diié- 


rents cas que présente le problême et 


Ï 
1 
A8 + db ———— 
Go 8 + b—, 


an ? + Ün 


om, que donne I développement de Poxression < ne a | 


RSA EDS Se &° + # F Le 3 de 
RE re Due 
s so" + z2n # % ‘ 


+ e. {nent à de question précédente. | 
1) Soit f (y) une fonction imconnue de y, 


1 À 1 | | | ] 
ie | fa, = yÉ (dy, 5, — Î ON 
0 0 < 0 


et la valeur initiale f (0) de la fonction, on demande de trouver je n. 
maximum et minimum de la valeur f mi x étant une ur don- 4. 
née entre 0 et 1. Re 
(Nous avons supposé les limites des lénaie données épalés à 
0 et 1, pour plus de simplicité: or, il est évident ile on peut NT 
hs cas général, où les limites Fe quelconques, à ce cas particulier.) > 
Observons, en premier lieu, qu’à l’aide de l'intégration par ee Res 
tes, les données du problême PE le moyen de calculer les inté- 
grales &, 4, @,... 0, en désignant sn 


a; = | qe h F (y) dy. 
0 : 


En effet 


RLSUES n. à 





o 0 restant positive entre les imite 0 0 Qi 1, on aura à rechercher … 


- 





a 


Pour p — 2n —1, l’inégalité I donne 








n 
FDZND ES EE, 
1 


ee étant la n°° réduite dans le développement de 
1: 
A — y) f (y) dy 
_&— y 
0 
ou de 
D + Hi “ne 





en fraction continue. | 
L’inégalité IT fait voir ensuite que le maximum de f (1) est co, 
car Q(1) — co et 1 est racine de l’équation 


PO DT, (= 0. 


Jia formule IIT du n°8 donnera le minimum de f(1) pour u— 2# 
et la formule IV fait voir que le maximum de f(1) est infini. 

2) Soit f(y) une fonction inconnue de y constamment décrois- 
sante entre les limites O et 1 de la variable, c’est à dire telle que 
f’(y) ne soit jamais positive entre ces limites. | 
= Etant données la valeur f (1) et les valeurs des intégrales 


ik 


ee Î fo). À = foi 


0 


Ras = ide f (y) dy, ts 
0 


1 


no — fo MUR f(y) dy. 


à 


0 








on om et 4 ‘désignant Ts Rnb es on ne le maximum et 

| À minimum de f(x), & étant un nombre donné entre 0 et 1. : A 

Les données du pfoblême donnent, à l’aide de Pintégration re 
| partis le moyen de calculer les intégrales J à 

FO 


0] 


m+-1 ? n-1-k-117 tt m+diæ+i? 


< . en désignant 


1 
| aan [NT (p)à 
; 0 
En eftet 
À De =| EP (y) dy 
5 —= f(1) — (m ++ 1) 4, 
Or 
RE fu = ro] rar 





et la question se réduit à trouver les valeurs limites de l'intégrale 





D re 
es | rex 


+. Omgaux Étant données. 


ma? mi? m 


_ les quantités o 
Ne -u  Posant | 
Do ns 
_ nous aurons | 
FT IESE 1 

N-2-+ (i— 


2 , + Faith =, nr Qu je cn. ‘ (ue 1) du. 


0 
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En posant 
mMmA-2 


don PU 0) O (u), 


O (u) restant positive entre Les limites 0 et 1 de la variable et: 


désignant encore 
1 
= | — w) 0 (u) du 
0 


on aura 


ni Ps. 


La même substitution donne 


æ u 
" 1-4 
| rod [ra à fau 
1 0 
| Ou) T1. du 
0 (i—u) ” 
où 
u= 1 — x, 


Observons encore que, connaissant les quantités 8,, 6:,. 


nous pouvons calculer les intégrales 


+. 
œ, = |" O (u) du 
0 


pour i—=0, 1, 2,...u, d'aprés la formule 





DR Ne pen 


2 "Pu 
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et la question proposée se réduit à la recherche des valeurs limites 
de l’intégrale 








U 
1 
0 (w) m + 1 du 
0 (LH 
les quantités &, &,..,@  Gtant données, question qu’on sait ré- 
soudre, observant que la fonction 
1 
Q (u) Fe m +1 
TT De 


remplit évidemment les réstrictions nécessaires pour pouvoir appli- 
quer les formules des »° 8 et 13. 
Exemple. Soient données 


1 1 


A,= ler (y) dy, A,= | y f(y) dy 
0 Ho 


et f(1); on demande le maximum et minimum de f(x), 0 x < 1. 
On aura ici | 


Ge) 04 0 j(r}—-64; 
B= 34, —f(1), B= 54—f() 
ay = 34, —f(1), = 34,—54,. 


Supposons en premier lieu x — 0. On aura 


1 
TOBTIUES Pur = du. 
à (1— u)? 


-La formule I du n°8 donnera 








HU) SR RAS 


p(21) (1 pre PAL 














Done SE 





OZ an Sn 


ao 


de 20 VE Re 


(V. Stieltyes. Bulletin astronomique 1884). Eee I 
Le maximum de f (0) est co. D RE | 
Supposons en second lieu x => 0 et < 1, Ro 


fo = #0] du 2 
Hi A 
0 





Les formules du n° 13 donneront 
1) pour «> _ i<V== PES 


® (2) —2(2— 0), = 0, 8 — U 





D —=(2—4)at 0, Res - 


ÿ (0) AoU— A Ÿ (wi) SU 
p"(0) WU, ? D'(W) 


Ce nt 
(—u)2 


FOZFG) + Es 


& 


(a) £ FO) + RE + | 


TOC 


1 — x? 





UT 
LE 


nd 


un * L 
de #, 
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Pages: Lignes: Au lieu de: Mettez: 


16 15 Enr Cn+-1 Cr 

us 19 Cn+-1 Cn 

87 Pas Ci (4 
88 14 p'(2) g" (a) 

94 22 ajoutez le terme bmp 


107 4 Aon(d) = BW) dote (0e 


he pd NE 


x (UN 
MEN 
jets 
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